MatheBellus IV — Analytische Geometrie

§24 Kugeln im Modellraum

Alle Objekte, die wir bislang im Modellraum untersuchten, waren gradliniger Natur. Keine Kriimmung. Nirgendwo.
Dennoch ist es auch im Modellraum ein Leichtes, gekriimmte Strukturen zu erzeugen. Als Hilfsmittel ist nur der
Abstandsbegriff erforderlich, iiber den wir ldngst verfiigen. Die schlichtesten Objekte, die wir mit seiner Hilfe erzeugen
koénnen sind Kugeln. Eine Kugel ist ja nichts anderes als die Menge aller Raumpunkte, die von einem gegebenen
,,Mittelpunkt™ einen fest vorgegebenen Abstand besitzen.

‘\ d(X, M) =p
A

axXM>p "
(24.1) Definition

Sei M ein Punkt des Modellraumes und p €R" eine positive reelle Zahl.

Dann heife die Punktmenge k (M,p):={X€R’|d(X,M)=p| Kugel mit dem Mittelpunkt M und dem
Radius p.

Gilt fiir einen Punkt X des Modellraumes d(X, M) < p , so sagen wir: ,,Der Punkt X liegt innerhalb der Kugel.*
Gilt fiir einen Punkt X des Modellraumes d(X, M) > p , so sagen wir: ,,Der Punkt X liegt aufSerhalb der Kugel.*

dX, M) <p

Eigentlich wird in der Definition keine volle Kugel, sondern nur ihr ,,Rand“, ihre ,,Schale* beschrieben. Fiir die
Definition von ,,Vollkugeln* miisste in der definierenden Abstandsgleichung die ,kleiner-gleich“-Relation verwendet
werden: d(X, M) < p . Da wir aber ,,Kugeln“ im R’ als Analogon zu ,,Kreisen* im R’ begreifen wollen, wihlen wir
die in der Definition (24.1) gewédhlte Sprechweise.

Mit Hilfe der Definition des Abstandes zweier Punkte (siche Definition (14.1) und Definition (14.2)) gelangen wir unter
Verwendung der folgenden Identitéiten sofort zu einer vektoriellen Beschreibung einer Kugel.

d(X,M)=||MX]|| und IMX|=MX*=(X-M).

(24.2) Bemerkung und Vereinbarung

Sei M ein Punkt des Modellraumes und p€R" eine nicht negative reelle Zahl.

Dann gilt k (M,p)=(X€R’| MX’=p’] oderauch k (M,p)={XeR’| (X-M)=p’] .

Zur Angabe der Gleichung der Kugel k mit dem Mittelpunkt M und dem Radius p schreiben wir abkiirzend:
k: (5( - M)Z = p2

Wir ersparen uns darzulegen, wie die vektorielle Kugelgleichung erfolgreich fiir Punktproben eingesetzt werden kann.
In der ersten Ubung zu diesem Paragraphen soll fiir Kugeln und Punkte des Modellraumes gepriift werden, ob letztere
innerhalb, auf (dem Rand) oder auBBerhalb der Kugeln liegen.

Stattdessen wird im folgenden Beispiel nach gemeinsamen Punkten von einer Kugel und einer Geraden gesucht.
Unserer Anschauung nach kann es genau zwei, genau einen oder keinen gemeinsamen Punkt geben. Das Beispiel wird
eine analytische Ursache aufzeigen.

Sind Kugel und Gerade nicht disjunkt, so haben sie zwar in der Regel zwei, aber nicht mehr gemeinsame Punkte. Darin
driickt sich aus, dass eine Kugel kein ,,gerades” Objekt ist. Kugeln enthalten — anders als Ebenen — keine Geraden!
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(24.3) Beispiel (Schnitt zwischen Kugel und Gerade)

R 5 4
Gegeben ist die Gerade g:X=|—-2|+A| 4 | und die Kugel mit dem Mittelpunkt M = (-7; —4; —11) und dem
8 -2

Radius p =+v725 . Zu bestimmen sind die gemeinsamen Punkte von g und k.

Losung:
2
5 4 -7 5
Xegnk o ILER:||-2|+r| 4 |—| 4| =(V725)
8 =2/ |\-11
Nun gilt:
12 4 s s s
2|+A| 4[| =725 & 509+36A+361" =725 o 36A +361—-216=0 < A +A—-6=0
19 -2

© A=2V A=-3
Es gibt zwei Punkte auf der Geraden g, die den gewiinschten Abstand haben:

. 5 4 13 . 5 4 =7
S, :=|-2[t2| 4 |=| 6 S,:=|-2|—-3| 4 |=|-14
8 -2 4 8 -2 14

Die Rechnung zeigt, dass die Untersuchung von gemeinsamen Punkten von Kugel und Gerade auf eine quadratische
Gleichung fiir den Geradenparameter fithrt. Wir wissen, dass quadratische Gleichungen genau zwei, genau eine oder
keine Losung haben konnen. Damit findet unsere Anschauung eine analytische Entsprechung im Modellraum.

(24.4) Satz
Gegeben seien im Modellraum eine Kugel k(M, p) und eine Gerade g: X = A+Aid.
Dann haben die beiden Objekte genau zwei, genau einen oder keinen gemeinsamen Punkt.

Beweis:
Xegnk < IreR:[A+r0-M[=p> o IreR: (A i+MA[=p
Es gilt:
MG+ MA'=p> & T1+(2MA )1 +(MA>—p*)=0
In Abhéngigkeit von der Diskriminante der quadratischen Gleichung besitzt diese genau zwei, genau eine oder
keine Losung. Das war zu zeigen.

Wir iibertragen die aus der Euklidischen Geometrie geldufigen Begriffsbildungen in den Modellraum.

Sekante

Zentrale

Tangente

Passante
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(24.5) Definition

Gegeben seien im Modellraum eine Kugel und eine Gerade.

Die Gerade heifle
» Sekante der Kugel, wenn sie mit der Kugel genau zwei gemeinsame Punkte besitzt.
* Tangente der Kugel, wenn sie mit der Kugel genau einen gemeinsamen Punkt besitzt.
* Passante der Kugel, wenn sie mit der Kugel keinen gemeinsamen Punkt besitzt.

* Zentrale der Kugel, wenn sie durch den Mittelpunkt der Kugel verlauft.

Mit diesen Begriffsbildungen sind Anschauungen verbunden, die wir im Folgenden iiberpriifen werden. Wir beginnen
mit einer Einordnung der Zentralen:

(24.6) Satz

Gegeben sei eine Kugel k(M, p) und eine Gerade g. A Zentral
entrale

Ist g eine Zentrale der Kugel, so ist g auch eine Sekante der Kugel.

=
Beweis: =
Da g durch den Mittelpunkt M der Kugel verlduft, kann g unter il
Verwendung eines vom Nullvektor verschiedenen Richtungsvektors
durch eine Gleichung der Form X=M+LT beschrieben werden. '

Wir untersuchen g und k(M, p) auf gemeinsame Punkte.

Xegnk = FreR:|(M+1i)-M =p’

Es folgt:

2
M+ATG-M/=p> & Rif=p’ & Vit=p’® & M= o r1=L viri=—~L
\ ([l [l

)
u

Die Rechnung zeigt, dass eine Zentrale stets zwei verschiedene gemeinsame Punkte mit der Kugel hat und
deshalb eine Sekante sein muss.

Wir untersuchen nun die Eigenschaften von Sekanten. Unserer Anschauung zufolge, sollte eine Sekante sowohl durch
das Kugelinnere als auch durch das KugelduBere verlaufen. Der folgende Satz prazisiert diese Vorstellung.

(24.7) Satz
Gegeben sei eine Kugel k(M, p) und zwei verschiedene Punkte A und B, die auf der Kugel liegen.

Dann gilt:

(a) Ein Punkt X der Sekante AB liegt genau dann innerhalb der Kugel, wenn er auf der Strecke AB
zwischen den beiden Endpunkten A und B liegt.

(b) Ein Punkt X der Sekante AB liegt genau dann auBerhalb der Kugel, wenn er kein Punkt der Strecke AB
ist.
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Beweis der ersten Behauptung:
Die Sekante AB besitzt die Gleichung X = A+1AB.
Fiir einen Punkt X € AB ergibt sich daher:
MX = —M+X = —-M+A+r(—A+B)
= —M+(1-2)A+AB = —(1-2+2)M+(1-2)A+AB
= —(1-A)M+(1-2)A-AM+1B = (1-2)MA+1 MB
Da die Punkte A und B auf der Kugel liegen, gilt ||MA||=|/MB|=p .
Mit der Dreiecksungleichung (14.16)(3) folgt:
IMX|| < [I(1—2%) MA||+ [ MBJ| = [1=&[p+[ilp
Liegt der Punkt X zwischen A und B, so gilt 0 <A <1 sowie 0<1—A<1 und daher
IMX|| < (1=1)p+24p = p.
Da die Sekante AB und die Kugel k(M, p) hochstens zwei gemeinsame Punkte haben, kann ein von A und B

verschiedener Punkt X kein gemeinsamer Punkt sein. Also darf in der Ungleichung ||1\7)>( l<p das Gleichheits-
zeichen ausgeschlossen werden. Der Punkt X muss daher innerhalb der Kugel liegen.

Die Umkehrung dieses Sachverhalts ergibt sich aus der zweiten Behauptung, die wir nachfolgend beweisen.

Beweis der zweiten Behauptung:
Es gelte A > 1:

Aus der Darstellung MX = (1—2) MA +1 MB = A MB - (A—1) MA ergibt sich mit der Folgerung aus der
Dreiecksungleichung (14.16)(4):

IMX]| = | In MB~|(a~ 1) MA|| | = [Ap=(h=1)p | =p

Da das Gleichheitszeichen ausgeschlossen werden darf, gilt ||[MX||> p . X muss auBerhalb der Kugel liegen.

Es gelte A <0:

Aus der Darstellung MX = (1—A)MA+AMB = (1—-1)MA —(—A) MB ergibt sich mit der Folgerung aus
der Dreiecksungleichung (14.16)(4):

IMX| = [[(1=2) MA[|=[|-A MB|| = | (1=2)p=(=A)p | = p

Da das Gleichheitszeichen ausgeschlossen werden darf, gilt |[MX||> p . X muss auBerhalb der Kugel liegen.

Damit ist auch die zweite Behauptung richtig, weil sich ihre Umkehrung aus der bereits bewiesenen ersten
Behauptung ergibt.

Der soeben gesicherte Sachverhalt motiviert eine weitere Begriffsiibertragung:

(24.8) Definition

A und B seien zwei verschiedene Punkte einer Kugel k(M, p).
Dann heife die Strecke AB Sehne der Kugel mit den Endpunkten A und B.

§24 Kugeln im Modellraum Seite 4 22.05.2026



MatheBellus IV — Analytische Geometrie

Unsere Anschauung sagt uns, dass die Zentrale durch den Mittelpunkt einer Sehne senkrecht auf der zugehorigen
Sekante stehen sollte. Auch dieser Sachverhalt gilt im Modellraum.

MZ AB

L
N

Gegeben sei eine Kugel k(M, p) und zwei verschiedene Punkte A und B, die auf der Kugel liegen.
Z sei ein Punkt der Sekante AB. Dann gilt:

Die Zentrale MZ steht genau dann senkrecht auf der Sekante AB, wenn der Punkt Z der Mittelpunkt der Sehne
AB ist.

Beweis:
Da Z ein Punkt der Sekante sein soll, gibt es ein p €IR mit der Eigenschaft Z=A+ u AB.
Setzen wir zur Abkiirzung U := AB, so gilt

A=7Z-ptund B=A+i=(Z-pi)+i=2Z+(1-p)i.
Da die beiden Punkte A und B auf der Kugel liegen sollen, gilt MA’= p’=MB*.
Daraus ergibt sich nun der Reihe nach:

(-M + AV =(—M +B)

& (~MH(Z-pu))'=(-M+(Z+(1-p)8))’

o (MZ-puf=(MZ+(1-p)u)
o MZ'—2uMZ- i+’ W=MZ*+2(1—p)MZ-0+(1—p) @’
o MZ —2uMZ-i+0’ W=MZ*+2MZ- -2 uMZ-U+0 —2pnd +0° @

o 0=2MZ-i+(1-2p)%  (®
Mit dieser Gleichung werden wir nun beide Richtungen der Behauptung beweisen.

.,
= -

Steht die Zentrale MZ senkrecht auf der Sekante AB, dann gilt MZ-i=0.

Damit folgt aber aus der Gleichung (*):  0=(1—2p) i* und damit p= % .

Das bedeutet (vergleiche Satz (7.11)), dass Z=A +% AB der Mittelpunkt der Sehne AB ist.

e,

Ist umgekehrt Z der Mittelpunkt der Sehne AB , so muss p= % gelten.

Die Gleichung (*) liefert damit: o 0=2MZ-i
Das heif}t, dass die Zentrale MZ senkrecht auf der Sekante AB steht.

Je enger die beiden Durchstopunkte einer Sekante zueinander riicken, desto kiirzer wird die zugehorige Kugelsehne.
Verschmelzen die beiden DurchstoBpunkte, wird aus der Sekante eine Tangente. Unsere Anschauung sagt uns, dass
dieser Ubergang folgende Konsequenzen haben miisste:
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L
Der Sehnenmittelpunkt féllt mit dem verbleibenden einzigen Punkt zusammen, den die Tangente mit dem
Kreis gemeinsam hat. Folglich miisste die Zentrale durch diesen Punkt die Tangente senkrecht schneiden.

Kein Punkt der Tangente diirfte im Innern der Kugel liegen.

Tangente durch den
Kugelpunkt B

Zentrale durch den
Kugelpunkt B

Unsere Vermutungen bestitigt das folgende Theorem.

2

E2]

(24.10) Tangententheorem

Gegeben sei eine Kugel k(M, p), ein Punkt B, der auf der Kugel liegt, und eine Gerade g, die durch B verléuft.
Dann gilt:

Die Gerade g ist genau dann eine Tangente der Kugel, wenn sie senkrecht zur Zentralen MB verlauft.
Beweis:

Sei g eine Tangente der Kugel.
Angenommen, die Zentrale MB stiinde nicht senkrecht auf g.

Dann wire der LotfuBBpunkt L von M auf g von B verschieden und folglich LB B
ein vom Nullvektor verschiedener Richtungsvektor von g. L

Da ML eine Normale von g wére, wiirde ML-LB=0 gelten.
Der Punkt A, definiert durch A=L-LB , wére von B verschieden.
Es gilte aber:

Also gibe es einen zweiten von B verschiedenen Geradenpunkt A, der wie B auf der Kugel liegt.

Im Widerspruch zur Voraussetzung wiére g keine Tangente. Die Annahme, MB stiinde nicht senkrecht auf g,
muss daher falsch sein.

Geltenun MB 1l g .

Ist X ein von B verschiedener Punkt von g, so ist BX ein vom Nullvektor verschiedener Richtungsvektor von
g.
Wir schitzen nun den Abstand von X zu M ab.

Das Ungleichheitszeichen in der Abschétzung folgt aus |[BX||> 0 .
Damit ist gesichert, dass X auBlerhalb der Kugel k(M, p) liegt.
Bis auf B liegen alle Geradenpunkte auB3erhalb der Kugel. Die Gerade g ist eine Tangente der Kugel.

= “:

MA® = (-M +(L-LB)]" = (ML -LB)
=ML’—2ML-LB+LB*> = ML’ +LB’

MB’ = [-M+(L+LB)]" = (ML+LB)’
=ML’+2ML-LB+LB* = ML’ + LB’

= <.

Nach Voraussetzung gilt MB-BX =0 .

d(X,M)'=MX’=(MB +BX)'=MB’+2 MB-BX + BX’=MB’ + BX’ > MB’ =’
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Der Beweis der Umkehrung zeigt, dass eine Tangente eine Kugel ,,von aulen in genau einem Punkt beriihrt*. Das
motiviert die folgenden Sprechweisen.

(24.11) Vereinbarung

Gegeben sei eine Kugel k und eine Gerade g.
Ist g eine Tangente der Kugel k, so nennen wir ihren gemeinsamen Punkt Beriihrpunkt der Tangente.

Ist g eine Sekante der Kugel K, so nennen wir ihre beiden gemeinsamen Punkte Schnittpunkte oder Durch-
stofspunkte der Sekante.

Der Beweis der Hinrichtung des Tangententheorems konstruiert mit Hilfe des LotfuBBpunktes des Kugelmittelpunktes
auf der Geraden g einen zweiten Schnittpunkt mit der Kugel.

Dahinter steckt der Gedanke, dass der LotfuBBpunkt der Geradenpunkt ist, der den kiirzesten Abstand zum Kugel-
mittelpunkt aufweist. Da die Gerade g nach beiden Seiten unendliche Ausdehnung aufweist, so die dem Beweis
zugrunde liegende Uberlegung, sollte es neben dem Punkt B einen weiteren Punkt A auf der Geraden geben, der vom
Mittelpunkt der Kugel genauso weit wie der Punkt B entfernt ist und deshalb ein Kugelpunkt ist ...

Wir verallgemeinern diese Uberlegung:

(24.12) Bemerkung
Gegeben sei eine Kugel k(M, p) und eine Gerade g.

Liegt ein Punkt P der Geraden g innerhalb der Kugel, so ist g eine Sekante.

Beweis:

GemiB Satz (18.11) ist der LotfuBpunkt L des Kugelmittelpunktes M auf g der Geradenpunkt, der den kiirzesten
Abstand zu M hat.
Liegt der Geradenpunkt P innerhalb der Kugel, dann muss das erst recht fiir den LotfuBpunkt L gelten. Das
bedeutet d(L, M) < p und deshalb ML’ <p” .
Seinun U ein vom Nullvektor verschiedener Richtungsvektor von g.
Dann ist X =L +_X>ii eine giiltige Punktrichtungsgleichung von g, wobei wegen der LotfuBpunkteigenschaft
von L zusidtzlich ML-G=0 gilt.
Wir untersuchen g und k(M, p) auf gemeinsame Punkte:

Xegnk o IAreR:[L+ri-M[=p’
Es folgt:

L+2i-M/=p’ & ML+ri/=p’ & ML *+2AML-G+A’i’=p>

o m2+7»2ﬁ2=p2 o )2 _ﬁzzpz—l\_/liz

Wegen ML’<p’ ist die rechte Gleichungsseite positiv. Es gibt daher zwei verschiedene Losungen fiir A in der

dquivalenten Gleichung
)\Iz _ 2 _ 1;_4f42
a

Die Kugel k und die Gerade g haben daher zwei gemeinsame Punkte. Die Gerade g ist eine Sekante von k.

§24 Kugeln im Modellraum Seite 7 22.05.2026



MatheBellus IV — Analytische Geometrie

Sowie eine Gerade die Unendlichkeit représentiert, ist eine Kugel der Inbegriff von Endlichkeit. Die Bemerkung
(24.12) bestitigt unsere Anschauung, dass sich Unendlichkeit von Endlichkeit nicht einfangen l4sst.

(24.13) Folgerung
Gegeben sei eine Kugel k(M, p) und eine Gerade g.

Ist g eine Passante der Kugel, so liegt kein Punkt von g innerhalb der Kugel.

Wir kehren gedanklich noch einmal zu den Tangenten einer Kugel zuriick. Ist auf einer Kugel k(M, p) ein Berithrpunkt

B vorgegeben, so gibt es offensichtlich unendlich viele Tangenten, die durch diesen Punkt B verlaufen. Als Richtungs-

vektor kann jeder (vom Nullvektor verschiedene) Vektor gewéhlt werden, der orthogonal zum Vektor MB ist.

Der Satz (16.6) garantiert, dass es zwei linear unabhéngige Vektoren i und Vv gibt, die beide orthogonal zum Vektor
MB sind. Nach dem 1. Orthogonalititstheorem (15.5) ist dann auch jede Linearkombination von @ und V ortho-

gonal zu MB .

Durch diese Uberlegungen wird klar, dass die Gesamtheit aller Tangenten eine Ebene bildet, die , tangential*“ zur Kugel

k(M, p) angeordnet ist. Das soll heiflen, dass diese Ebene und die Kugel k(M, p) nur den vorgegeben Beriihrpunkt als

gemeinsamen Punkt besitzen.

Tangentialebene
zum Beriithrpunkt B

\

Zentrale durch den
Beriihrpunkt B

(24.14) Definition
Gegeben sei eine Kugel k(M, p).

Eine Ebene t heille Tangentialebene der Kugel, wenn sie und die Kugel nur genau einen gemeinsamen Punkt
haben. Dieser eindeutig bestimmte Punkt heille Beriihrpunkt der Tangentialebene.

Im Folgenden wird gezeigt, dass jede Kugel an jedem ihrer Punkte durch genau eine Tangentialebene beriihrt wird. Zur
Beschreibung der Tangentialebene durch eine Normalengleichung wird als Normalenvektor standardmiBig der Vektor
verwendet, der den Mittelpunkt der Kugel auf den Beriihrpunkt abbildet (,,verschiebt™).

(24.15) Satz
Gegeben sei eine Kugel k(M, p) und ein Punkt B auf der Kugel.

Dann gibt es genau eine Tangentialebene t, die die Kugel im Punkt B beriihrt. Diese Ebene t wird beschrieben
durch die Gleichung MB-X—-MB-B=0 .

Existenzbeweis:

Offenbar enthilt die Ebene t:MB-X —MB-B=0 den Punkt B. B ist daher ein gemeinsamer Punkt der Kugel
k und der Ebene t.

Damit t eine Tangentialebene der Kugel ist, muss nachgewiesen werden, dass kein weiterer Punkt X der Ebene t
auf der Kugel k liegt.

Betrachten wir deshalb einen Punkt X von t, der auf k liegt.

§24 Kugeln im Modellraum Seite 8 22.05.2026



MatheBellus IV — Analytische Geometrie

Dann gilt unter Verwendung von X =B+BX der Reihe nach:
p’=MX’=(-M +X)=(-M+B+BX ) =(MB + BX)'=MB’+ 2 MB-BX + BX"
Da X eine Punkt der Ebene t ist, gilt MB-BX =0 . Also folgt:
p’=MB’+BX’=p’+BX’
Der Vektor BX muss der Nullvektor sein und daher der Punkt X mit dem Punkt B iibereinstimmen.

Die Ebene t und die Kugel k haben also nur den Punkt B gemeinsam. Die Ebene t ist eine Tangentialebene der
Kugel k mit dem Beriihrpunkt B.

Der Existenzbeweis hétte auch durch Riickgriff auf das Tangententheorem gefiihrt werden kdnnen. Ist nimlich
X ein von B verschiedener Punkt der Ebene t, so stehen die Geraden BX und MB senkrecht aufeinander. Das
heiflt aber nach Theorem (24.10), dass BX eine Tangente der Kugel ist und daher nur den Punkt B, nicht aber
den Punkt X mit der Kugel k gemeinsam hat.

Eindeutigkeitsbeweis:
Angenommen, es gibe eine zweite von t verschiedene Tangentialebene e mit dem Berithrpunkt B.

Wire B der Lotfulpunkt von M auf e, so wéren ¢ und t identisch, weil dann MB auch ein Normalenvektor von
e wire. Also miisste der Lotfulpunkt L von M auf e von B verschieden sein.

Daraus folgt, dass dann gemiB Satz (15.22) d(L,M)<d(B,M) gelten miisste. Das hieBe aber, dass der
Punkt L der Ebene e innerhalb der Kugel ldge.

Die Gerade BL, die komplett in der Ebene e verlduft, wire gemall Bemerkung (24.12) eine Sekante. Die Ebene e
hitte also mehr als einen Punkt mit der Kugel k gemeinsam und kénnte daher keine Tangentialebene sein.

Da die obige Annahme auf einen Widerspruch fiihrt, kann es auBler t keine weitere Tangentialebene mit dem
Beriihrpunkt B geben.

Der Beweis zeigt, dass bei der Bestimmung der Lagebeziehung zwischen Kugel und Ebene der Abstand des Kugel-
mittelpunkts zu seinem Lotfulpunkt auf der Ebene die entscheidende Rolle spielt.

Bevor wir diesen Gedanken im Satz (24.17) ausformulieren, halten wir kurz fest, was beim vorangegangenen
Eindeutigkeitsbeweis deutlich geworden ist:

(24.16) Bemerkung
Gegeben sei eine Kugel k(M, p) und ein Punkt B auf der Kugel.

Ist t die Tangentialebene der Kugel mit dem Beriihrpunkt B, so ist B der LotfuBpunkt des Kugelmittelpunkts M
auf der Ebene t.

Beweis:

Gemal Satz (24.15) wird t durch die Glelchung MB-X —MB-B=0 beschrieben. Der Vektor MB ist also ein
Normalenvektor von tund 1: X =M+ n MB das Lot von M auft.

Mit p = 1 liefert die Punktrichtungsgleichung den Punkt B auf der Ebene t.

Jetzt folgt das angekiindigte Abstandskriterium:

(24.17) Satz
Gegeben sei eine Kugel k(M, p) und eine Ebene e. Sei L der Lotfulpunkt des Kugelmittelpunkts M auf e.

Dann gilt:
(a) Die Ebene e ist genau dann eine Tangentialebene der Kugel, wenn d (L ,M)=p gilt.
(b) Die Ebene e hat mit der Kugel genau dann mehr als einen Punkt gemeinsam, wenn d (L, M) <p gilt.
(c) Die Ebene e hat genau dann mit der Kugel keinen Punkt gemeinsam, wenn d (L ,M)>p gilt.

(Illustration siehe néchste Seite)
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Beweis:
zu (a) ,, =
Wenn e eine Tangentialebene ist, dann beriihrt sie die Kugel k in genau einem Punkt B.

Nach Bemerkung (24.16) stimmt der Punkt B mit dem LotfuBpunkt L iiberein. Da B ein Punkt von k ist, gilt
d(L,M)=d(B,M)=p.

zu (a) ,, =

Geltenun d(L,M)=p .

Daraus folgt, dass L ein Punkt der Kugel k(M, p) ist.

Weil L der LotfuBpunkt von M auf ﬁ,seiil sol_l,»isz der Vektor ML ein Normalenvektor von e. Die Ebene e
besitzt also die Normalengleichung ML-X—-ML-L=0.

Also ist e die Tangentialebene der Kugel k(M, p) mit dem Beriihrpunkt L.

zu (b),, =
Wir setzen nun voraus, dass die Ebene e und die Kugel k gehr als einen gemeinsamen Punkt, etwa A und B,
besitzen. Mit den Punkten A und B gehort auch die Sehne AB zur Ebene e.

Gemal Satz (24.7) liegen die Punkte, die auf der Sehne zwischen ihren Endpunkten A und B liegen, innerhalb
der Kugel. Ist P ein solcher Punkt, so gilt d(P,M)<p .

Nun ist aber nach Satz (15.22) der LotfuBBpunkt L der Punkt der Ebene e, der den geringsten Abstand zum
Kugelmittelpunkt M hat. Daraus folgt:

d(L,M)<d(P,M)<p

zu (b) ,, =

Nach Voraussetzung gilt d (L, M) <p . Der LotfuBpunkt L liegt daher innerhalb der Kugel.

Seien i und V zwei linear unabhéngige Richtungsvektoren der Ebene e. Dann ist jede Linearkombination
W:=AU+pV ein vom Nullvektor verschiedener Richtungsvektor der Ebene e, solange nicht A=u =0 gilt.

Eine Gerade g, die durch eine Punktrichtungsgleichung der Form X:=L+ @ W erzeugt wird, ist eine Gerade,
die vollstidndig innerhalb von e verlduft. Da auf ihr mit L ein innerer Punkt der Kugel liegt, muss sie gemal3
Bemerkung (24.12) eine Sekante sein. Die beiden voneinander verschiedenen Punkte, in denen die Sekante g die
Kugel durchstoft, sind auch Punkte der Ebene e. Die Ebene e und die Kugel k haben mindestens zwei
verschiedene gemeinsame Punkte.

zu (c):

Dieser Sachverhalt ergibt sich direkt aus den Aussagen (a) und (b).
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Im Beweis der zweiten Schlussrichtung zu Aussage (24.17)(b) wird deutlich, dass eine Ebene mit einer Kugel unendlich
viele Punkte gemeinsam hat, wenn der Abstand des Kugelmittelpunktes von seinem LotfuBBpunkt auf der Ebene kleiner

als der Kugelradius ist. Unserer Anschauung nach liegen die gemeinsamen Punkte auf einem Kreis um den Lot-
fuBpunkt.

Nun haben wir zwar bislang nicht definiert, was wir unter einem Kreis im Modellraum verstehen wollen. Das ist aber
schnell geschehen, wenn wir uns die Eigenschaften eines Kreises klar machen.

Ein Kreis ist eben, das heilit, alle Kreispunkte und der Kreismittelpunkt liegen in einer Ebene. Ein Kreis ist also die
Menge aller Punkte einer Ebene, die von einem gegebenen Kreismittelpunkt einen gleichen festgelegten Abstand haben.
Zur Beschreibung eines Kreises bendtigen wir daher einen Normalenvektor, einen Kreismittelpunkt und einen Radius:

(24.18) Definition
Gegeben sei ein Punkt L des Modellraumes, ein Vektor i und eine positive reelle Zahl .
Sei e die Ebene, die durch den Punkt L und den Normalenvektor @i eindeutig bestimmt ist.

Dann verstehen wir unter dem Kreis r mit dem Mittelpunkt L, dem Normalenvektor 1 und dem Radius o die
Menge aller Punkte X der Ebene ¢, die von L den Abstand ¢ haben, kurz:

r(L,8,0)=(XeR’|5-LX=0 A LX’ =0}

Jetzt kommen wir noch einmal auf die Situation zuriick, in der eine Ebene eine Kugel nicht nur als Tangentialebene
beriihrt, sondern echt ,,schneidet”, weil der Abstand des Kugelmittelpunktes zu seinem Lotfulpunkt auf der Ebene
kleiner als der Kugelradius ist.

(24.19) Satz
Gegeben sei eine Kugel k(M, p) und eine Ebene e.
L sei der Lotfullpunkt des Kugelmittelpunkts M auf der Ebene e.

Ist der Abstand von M zu L kleiner als der Kugelradius p, so stimmt die Menge der gemeinsamen Punkte der

Kugel k(M, p) und der Ebene e mit dem Kreis iiberein, der den Mittelpunkt L, den Normalenvektor ML und
den Radius o=+ p2 —ML® besitzt:

k(M,p)ﬁezr(L,l\_/Ii,\/pz—l\_/[IjZ)
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Beweis:
» ©
Sei P ein gemeinsamer Punkt der Kugel k(M, p) und der Ebene e.
Da L der LotfuBBpunkt von M auf e sein soll, ist ML ein Normalenvektor von e.
Da P ein Punkt der Ebene ist, muss fiir die Zugehorigkeit zum Kreis (L, ML, V p’— 1\_/117) nur noch die
Beziehung d(P,L)=+p’— ML’ nachgewiesen werden.
Da P auf der Kugel k(M, p) liegt, gilt der Reihe nach
MP’ = (ML+LP) = ML*+2ML-LP+LP°
Weil L und P Punkte der Ebene e sind, ist LP ein Richtungsvektor von e. Daraus folgt ML-LP =0 .
Also erhalten wir die Gleichung MP’=ML’+LP".
Daraus ergibt sich sofort LP’=MP’— ML’ und damit d (P,L)=v p— ML’ .
» 2

Sei nun umkehrt P ein Punkt des Kreises r (L, ML, p2 - ]\_/[iz) .

Weil L ein Punkt der Ebene e und ML ein Normalenvektor von e ist, muss der genannte Kreis in der Ebene e
liegen. Wir miissen nur noch nachweisen, dass jeder Kreispunkt P auch auf der Kugel k(M, p) liegt.

Ist P ein Kreispunkt, so ist LP ein Richtungsvektor von e und deshalb ML-LP=0.
Damit folgt
MP> = (ML +LP) = ML+ 2 ML-TP+0P° = ML>+ 0P = ML> +[Vp>~ML*[ = p’
Also liegt P auch auf der Kugel k(M, p).
Aus den wechselseitigen Inklusionen der Punktmengen folgt die behauptete Ubereinstimmung.

Wenn wir bisher Tangentialebenen betrachtet haben, dann sind wir gedanklich von einem Punkt B auf der Kugel
ausgegangen, durch den eine Ebene so verlaufen soll, dass sie die Kugel nur in dem vorgegebenen Kugelpunkt beriihrt.
Satz (24.15) sagt, dass es in dieser Situation genau eine Losung des Konstruktionsproblems gibt.

Bei der Konstruktion von Tangentialebenen von einem Punkt P innerhalb der Kugel auszugehen, ist nicht sinnvoll,
weil schon aus Satz (24.17)(b) folgt, dass es keine Tangentialebene geben kann, die einen Punkt enthélt, der innerhalb
der Kugel liegt.

Wenn wir jedoch einen Punkt P betrachten, der auflerhalb der Kugel liegt, dann sollte es nicht nur eine, sondern sogar
unendlich viele Tangentialebenen der Kugel geben, die diesen Punkt enthalten.

Fir die Priifung dieses Sachverhalts wird die Gleichungen der Tangentialebenen in eine neue fiir diesen Zweck
praktische Form iiberfiihrt. Thre Sinnhaftigkeit illustriert die beigefligte Schnittzeichnung. Unter Bezugnahme auf die
Veranschaulichung des Betrags des Skalarprodukts (sieche §14) verdeutlicht die Zeichnung, dass der Punkt X genau

dann auf der Tangentialebene t liegt, wenn das rosa unterlegte Rechteck und das blau unterlegte Quadrat denselben
Flacheninhalt besitzen.

(24.20) Bemerkung

Gegeben sei eine Kugel k(M, p) und ein Punkt B auf
der Kugel.

Dann wird die Tangentialebene t zum Bertihrpunkt B
durch folgende Gleichung beschrieben:

t:MB-MX =p’

Beweis:
GemiB Satz (24.15) gilt t:MB-X —MB-B=0.
Fiir jeden Raumpunkt X folgt daher der Reihe nach:
MB-X-MB-B=0 < MB-BX=0
= 1\_/[]§~(M)>(—1\7§):0
o MB-MX-MB'=0 < 1\7[]§-M)?—p220

t
Tangentialebene
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Soll nun eine Tangentialebene mit unbekanntem Beriihrpunkt B durch den vorgegebenen Punkt P verlaufen, der
auflerhalb der Kugel liegt, so muss der vorangehenden Bemerkung (24.20) zufolge der Punkt B die Gleichung

MB-MP = p2 erfiillen.
Dass es sich bei dieser Gleichung um eingn Ebenengleichung handelt, zeigt die folgende Umformung, in der der
Ortsvektor von B durch die Vektorvariable X ersetzt worden ist:
MP-MX=p> & MP-X-MP-M=p> & MP-X—(MP-M+p’)=0
Die Ebene p, die durch diese Gleichung beschrieben wird, besitzt den Normalenvektor MP .

Da die Beriithrpunkte B der Tangentialebenen, die durch den Punkt P verlaufen, auch Punkte der Kugel k(M, p) sein
miissen, bilden diese Beriihrpunkte als Schnittmenge der Ebene p und der Kugel einen Kreis. Sein Mittelpunkt ist der
LotfuBBpunkt L von M auf p.

/B

Sei 1 das Lot von M auf p; dann besitzt 1 die Punktrichtungsgleichung X =M+ MP . Der Schnittpunkt des Lotes I mit
der Ebene p ist der gesuchte Lotfullpunkt L:

XePNl o MP-(M+AMP)—(MP-M+p’)=0 < MP-M+rMP'—MP-M—p> =0

2
o AMP—p’=0 o r=L-
MP

2
Der LotfuBpunkt L besitzt den Ortsvektor L =M + R/I% MP .

Als Punkt der Ebene p erfiillt L die Gleichung von p; daraus ergibt sich die fiir diverse Berechnungsaufgaben wichtige
Beziechung MP-ML = P

Um den Radius ¢ des Kreises zu berechnen, wihlen wir unter den Beriihrpunkten der Tangentialebenen, die durch P
verlaufen, einen Punkt B aus. Dann gilt ¢”= LB’ und,da LB ein Richtungsvektor der Ebene p ist, ML-LB=0.

Es folgt der Reihe nach:

MB’=p’ = (ML+LB)’=p’ = ML'+2ML-LB+LB’=p’ = ML’+0+¢’=p’
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2
Mit ML = R/I% MP folgt weiter:

2

22 AT 2_ .2 p
c'=p"—ML =p"—| == MP
p p (MPZ

Die vorangegangenen Uberlegungen beweisen den nachfolgenden Satz.

(24.21) Satz
Gegeben sei eine Kugel k(M, p) und ein Punkt P, der sich auB3erhalb der Kugel befindet.

Dann liegen die Beriihrpunkte der Tangentialebenen, die durch den Punkt P verlaufen, in der Ebene
p:MP-X—MP-M=p’.
2
Der LotfuBpunkt L des Kugelmittelpunktes M auf p ist gegeben durch L =M + R/I% MP .

Fiir die drei Punkte M, P und L gilt die Bezichung MP-ML = p .
Die Beriihrpunkte der Tangentialebenen, die durch den Punkt P verlaufen, bilden in der Ebene p und auf der
2
L,MP,p*|1—=2
\/p ( MP’

Kugel k(M, p) den Kreis r

Die Ebene p: MP-X—MP-M= p2 erhilt einen besonderen Namen.

(24.22) Definition
Gegeben sei eine Kugel k(M, p) und ein Punkt P, der vom Kugelmittelpunkt M verschieden ist.

Dann heif3e die Ebene p: MP-X—MP-M= p° Polarebene des Pols P beziiglich der Kugel k(M, p).

Liegt der Punkt P auBlerhalb der Kugel und ist L der LotfuBpunkt des Kugelmittelpunktes auf der Polarebene p,

2

so heiBe der Kreis r|L, MP, p’|1- _p,—2 Polarkreis des Pols P auf der Kugel k(M, p).

Unter Verwendung dieses Begriffes folgt aus dem Satz (24.21):

(24.23) Bemerkung
Gegeben sei eine Kugel k(M, p) und ein Punkt P, der sich auflerhalb der Kugel befindet.

Dann liegen die Beriihrpunkte der Tangentialebenen der Kugel k(M, p), die durch den Punkt P verlaufen, auf der
Polarebene des Pols P beziiglich der Kugel k(M, p).

Offensichtlich bleibt die Gleichung der Polarebene auch dann sinnvoll, wenn die Anforderung an den Punkt P,
aullerhalb der Kugel zu liegen, aufgegeben wird. Dem aufmerksamen Leser wird nicht entgangen sein, dass genau diese
Anforderung im ersten Teil der Definition (24.22) bereits fallen gelassen wurde.

Die Lage der Polarebenen beziiglich der Kugel beschreibt der Abstand des Kugelmittelpunktes M von seinem Lotfuf3-
punkt auf der Polarebene.

(24.24) Bemerkung
Gegeben sei eine Kugel k(M, p) und ein Punkt P, der vom Kugelmittelpunkt M verschieden ist.

Dann betrdgt der Abstand des Kugelmittelpunktes M zu seinem Lotfulpunkt L auf der Polarebene des Pols P
beziiglich der Kugel

2
d(M,L)=|ML||=—L=.
IMP||
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Beweis:

2
Im Vorlauf des Satzes (24.21) wurde gezeigt, dass der Lotfulpunkt L durch L :M+K/I% MP gegeben ist.
Dabei wurde kein Gebrauch von der Voraussetzung gemacht, dass P ein Punkt au8erhalb der Kugel ist.

2
Aus der Darstellung ML = i/l% MP ergibt sich direkt die Behauptung.

p’=[MP||-|[ML|

4
[ 3

Polarebene bei innerhalb der Kugel liegendem Pol

Offenbar ist der Abstand des Kugelmittelpunktes M zu seinem LotfuBBpunkt L auf der Polarebene des Pols P beziiglich
der Kugel genau dann

»  kleiner als der Kugelradius p, wenn P au3erhalb der Kugel

+  gleich dem Kugelradius p, wenn P auf der Kugel

«  grofer als der Kugelradius p, wenn P innerhalb der Kugel
liegt. Dieser Sachverhalt fiihrt zu folgender Feststellung:

(24.25) Satz

Der Punkt P liegt genau dann auBerhalb der Kugel k(M, p), wenn seine Polarebene die Kugel in unendlich
vielen Punkten schneidet.

Der Punkt P liegt genau dann auf der Kugel k(M, p), wenn seine Polarebene mit der Tangentialebene zum
Beriihrpunkt P zusammenfillt.

Der Punkt P liegt genau dann innerhalb der Kugel k(M, p), wenn seine Polarebene die Kugel disjunkt passiert.

Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einer anschaulichen Betrachtung. Liegt ein Pol sehr weit entfernt von einer
Kugel, das heiBt, ist sein Abstand zum Kugelmittelpunkt sehr viel grofer als der Kugelradius, liegt die Polarebene nahe
am Kugelmittelpunkt.

Wandert nun der Pol auf der Verbindungsgerade zum Kugelmittelpunkt auf die Kugel zu, bewegt sich die Polarebene
vom Mittelpunkt weg hin zum Kugelrand.

Trifft der Pol auf die Kugel, kommt es zur Inzidenz mit der Polarebene; sie ist jetzt eine Tangentialebene mit dem Pol
als Beriihrpunkt.

Wandert nun der Pol in die Kugel hinein, entfernt sich die Polarebene von der Kugel. Je niher der Pol an den
Mittelpunkt heranriickt, desto weiter entfernt sich die Polarebene von der Kugel.

Der Grenzfall, in dem der Pol mit dem Kugelmittelpunkt zusammenfallt, ist nicht darstellbar. Die Polarebene ver-
schwindet in der Unendlichkeit des Raumes — so wie die Seele des Mathematikers, wenn sein Ende gekommen ist ;-)
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