MatheBellus IV — Analytische Geometrie

§23 Volumenberechnung und Spatprodukt

Eine etablierte Flaichenberechnung ist die Grundlage fiir eine Einfiihrung in die Berechnung von Volumina. Das zeigt
schon das Prinzip der Volumenmessung von Prismen, das wir aus der Mittelstufenmathematik kennen:

Volumen = Grundfldcheninhalt - Hohe

Dieses Prinzip beruht auf dem Zéhlen von Volumeneinheiten:

[ (Anzahl der MaBeinheiten in einer Reihe) - (Anzahl der Reihen in einer Schicht)] - (Anzahl der Schichten)
MaBeinheit = Wiirfel mit der Kantenlénge 1

Anfinglich gilt das Prinzip nur fiir Quader. Durch diagonale Halbierung wird es auf dreiseitige Prismen und durch
Triangulierung der Grundfldche auf Prismen mit polygonaler Grundfldche iibertragen. Anschliefend wird das Berech-
nungsverfahren mit Hilfe des Prinzips des Cavalieri' auf schréige Prismen ausgedehnt.

Prinzip des Cavalieri
Liegen zwei Korper auf einer Ebene und erzeugen alle Querschnitte, die parallel zu dieser Ebene ausgefiihrt
werden, bei beiden Korpern denselben Querschnittsflicheninhalt, dann haben die Koérper dasselbe Volumen.

L= N y

Weil nun unter Einsatz des Prinzips des Cavalieri ein dreiseitiges Prisma in drei volumengleiche Tetraeder zerlegt
werden kann, gilt zunéchst fiir Tetraeder, dann aber fiir alle Pyramiden mit polygonaler Grundfliche das Messprinzip

Volumen = % - Grundfliacheninhalt - Hohe

Soweit eine kurze Geschichte aus der klassischen Stereometrie als gedanklicher Hintergrund der Volumenmessung im
Modellraum.

Der Tiréffner fiir die Flichenberechnung war im vorangegangenen Paragraphen das Parallelogramm; diese Rolle iiber-
nimmt fiir die Volumenberechnung der Spat. So wie zwei Vektoren an jedem Raumpunkt in kanonischer Weise ein
Parallelgramm erzeugen, ergibt sich in natiirlicher Weise an jedem Raumpunkt ein Spat, wenn ein dritter Vektor ins
Spiel kommt (siche folgende Abbildung).

1 https://de.wikipedia.org/wiki/Prinzip_von_Cavalieri
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Den abgebildeten Spat bezeichnen wir mit (P, 4,V , W) . Seine neben dem Quellpunkt P weiteren sieben Eckpunkte
sind gegeben durch

Q=P+id, R=P+t+7V, S=P+V, T=P+W, U=P+i+W, V=P+U+V+W, W=DP+V+W
In der folgenden Heuristik werden die Bezeichnungen dieser Abbildung benutzt.

Der Flicheninhalt der Grundfliche (PQRS) des Spates (P, 4,V ,W) wird durch den vektoriellen Ausdruck geliefert.
Im Anschauungsraum erhalten wir daher sein Volumen, indem wir diesen Fldcheninhalt mit der Hohe des Spates
multiplizieren.

Sei f die (obere) Grundflichenebene, in der das Parallelogramm (TUVW) liegt. Dann ist die Hohe des Spates durch
den Abstand der parallelen Grundfldchenebenen e und f gegeben. Gemal Satz (19.4) stimmt dieser Abstand mit dem
Abstand tiberein, den der Punkt TEf zur Grundflichenebene e hat. Diesen Wert liefert wiederum die Hessesche
Abstandsformel. Verwenden wir als Normalenvektor der Grundflichenebene e den Vektor G XV, und als ihren
Stiitzpunkt den Punkt P, so gilt geméf Definition (16.1):

ixv)-PT
d(T,e)=% und dquivalent dazu |[ux V||-d (T, e)=|(W X V) W]

Nun steht aber auf der linken Seite der zweiten Gleichung nichts anderes als das Produkt aus Grundflacheninhalt und
Hohe des Spates. Also beschreibt der vektorielle Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung zwangsldufig das
Volumen, das der Spat im Anschauungsraum besitzt — heureka! Wir werden diese Erkenntnis gleich zum Anlass neh-
men, eine erste Volumendefinition im Modellraum zu verfassen.

Zuvor merken wir noch an, dass wir das Volumenmall ¥ (wie ,,volumen*) im Modellraum als Funktion begreifen, die
bestimmten Punktmengen eine nicht negative reelle Zahl als ihren Rauminhalt zuordnet. Zugelassen zur Volumen-
bestimmung sind im Rahmen dieser Abhandlung alle Punktmengen, die sich aus endlich vielen Tetraedern zusammen-
setzen lassen. Fiir die Funktionsweise auf diesem eingegrenzten Definitionsbereich werden folgende Anforderungen
formuliert:

(23.1) Anforderungen an das VolumenmaB
I Ein Wiirfel mit der Seitenlédnge 1 besitzt das Volumen 1 (,,Normierung®).
II  Eine ebene Fldche besitzt unabhéngig von ihrer Ausdehnung das Volumen 0 (,,Diinne Menge*).
III  Sind m und n zwei disjunkte Punktmengen so ist das Volumen der Vereinigung der Mengen die
Summe ihrer Volumina: ¥(muUn)=% (m)+79 (n) (,,Additivitdt*).

IV Ist m eine Punktmenge, die durch eine Kongruenzabbildung (Spiegelung, Verschiebung, Drehung, ...)
aus der Punktmenge n hervorgeht, dann gilt ¥(m)=7%(n) (,,Kongruenzinvarianz).

Offensichtlich erfolgt die Formulierung der vier Anforderungen analog zu den Anforderungen an das Flachenmafl
(22.11). Da tibrigens auch die Langenmessung, so wie sie im Paragraphen §14 eingefiihrt wurde, diese Anforderungen
respektiert, wird klar, warum es mit der ,,Maftheorie” eine eigene Disziplin in der Mathematik gibt, die anwendungs-
iibergreifend abstrakte Erkenntnisse iiber das Messen bereitstellt.
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23.2) Definition

Gegeben seien drei Vektoren i, Vv und W .

Dann wird dem Spat (P, T,V ,W) , der von diesen drei Vektoren an irgendeinem Raumpunkt P aufgespannt
wird, das Volumen |(i XV)-W| zugeordnet: ¥ (P,u,v,w):=|(UxV) W]

Die Definition macht auf den ersten Blick aufgrund ihrer Schlichtheit einen sympathischen Eindruck. Es stellt sich aber
sofort die kritische Frage, ob das Spatvolumen unabhéngig von der Wahl des Quellpunktes und der Wahl der Grund-
fliche definiert ist.

Fiir die Wahl des Quellpunktes finden wir eine schnelle Antwort. Wahlen wir fiir die Quellpunkte Q, R und S das
Parallelogramm (PQRS) und fiir die Quellpunkte T, U, V und W das Parallelogramm (TUVW) als Grundfliche,
liefert die Definition (23.2) stets dasselbe Volumen, weil nur die Vorzeichen der aufspannenden Vektoren gedndert
werden miissen. Also bleibt der Wert des Ausdrucks zwischen den Betragsstrichen wegen der Rechenregeln fiir das
Vektor- und das Skalarprodukt bis auf das Vorzeichen unveriandert.

Beispielsweise hat der identische Spat (Q,V,— 1, W) gemiB Definition (13.2) das Volumen
(VX (=) W[=]-((—1)x V) #|=|(ax V) W]

Es bleibt fiir die Wohldefiniertheit des Spatvolumens zu priifen, ob bei Beibehaltung des Quellpunktes die Grundflache
gewechselt werden kann.

In der vorstehenden Abbildung ist fiir den Quellpunkt S das Parallelogramm (SRVW) als Grundfliche gewihlt
worden. Gemél Definition (23.2) erhalten wir als Volumen

(@ W)-(=V)|=|=(T x W) -V]= (WX )]

Damit stellt sich die nicht triviale Frage, ob in dem Ausdruck |(i XV)-w| die Plitze getauscht werden kénnen, ohne
dass sich sein Wert dndert. Aufschluss dariiber gibt die folgende Berechnungsformel.

(23.3) Berechnungsformel
u, v, W, u, v, w,
Sind 4= u, > v= v,| und W= w,| drei Vektoren, so gilt (UXV) w= u, v, W,| s
uj V3 W3 Uz V3 W3

wobei rechts vom Gleichheitszeichen eine 3x3-Determinante notiert ist.

Beweis:

U, V- Uy v,
GemiB (15.16) gilt TXV:=|—(u,v,—u,v,)|-

U vp—u, Vv,
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Daher folgt:
(UXV)-Ww
SUW VW UV, W, — 0 VW, U VW, UV, Wy — U, V) Wy
=WV, WtV WU+ W U, V= U V, W, — VW, U — W5 U,V
Der Ausdruck nach dem letzten Gleichheitszeichen ergibt sich aber auch
aus der bekannten ,,Regel von Sarrus® fiir Determinanten (siche rechts).

Aus der Mittelstufenmathematik wissen wir, dass zyklisches Tauschen von
Spalten (oder Reihen) den Wert einer Determinante nicht dndert. Falls dieser
Sachverhalt nicht geldufig sein sollte, kann er mit Hilfe des Rechenschemas
leicht verifiziert werden:

u]V] W] Wlu]V] Vl Wlul
U, V), Wy T Wy U, Vo[ = [V, Wy U,
U3 Vi3 W3 [W3 U3 V3 V3 W3 Uy
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Also verandert ein Wechsel der Grundflache das Spatvolumen nicht. Die Definition (23.2) ist wirklich ,,gut“! Aufgrund

seiner herausragenden Bedeutung geben wir dem Vektorausdruck (X V)-w einen Namen:

(23.4) Definition

Gegeben seien Vektoren i, Vv und W .

Dann heift der Ausdruck (WX V)-w Spatproduktvon @, V und W

Das Spatprodukt wird abkiirzend mit [ V W] bezeichnet.

Der Spat (P, 1,V ,W) hatalso das Volumen |[UiV W]]| :
Fiir das Spatprodukt gelten folgende Rechenregeln:

(23.5) Rechenregeln
(a) [ivw]=[wuv]=[VvwWi]
(b) [GVW]=—][ViW]
[GVW]=—][WVi]
[TV W]=—[0W¥V]
(©) AMavwl=[(rd)vw]=[1(Av)w]=[d V(A w)]
(d) [(A+X)VW]=[0VW]+[XV W]
[U(V+X)W]=[0VWw]+[UX W]
[V (W+X)]=[0VW]+[UVX]

<>
T
a~]
=T
<4
=1

Gemischte Assoziativitit

Zyklische Kommutativitét
Antikommutativét in allen Positionspaaren

Distributivitit in allen Positionen

Die Giiltigkeit der Regel (23.5) (a) wurde bereits oben gesichert. Die iibrigen drei Regeln kdnnen auf einfache Weise
aus den Rechenregeln fiir das Vektor- und das Skalarprodukt abgeleitet werden (siche Ubungen).

Es wird nun gepriift, dass die Definition (23.2) die Anforderung (23.1) I erfiillt. Dazu wird zunéchst die

Begriffsbildungen von §13 erginzt:

(23.6) Definition

Ein Spat heile Quader, wenn seine erzeugenden Vektoren paarweise orthogonal sind.

Ein Quader heifle Wiirfel, wenn seine erzeugenden Vektoren denselben Betrag besitzen. Der gleiche Betrag der

erzeugenden Vektoren heille Kantenlinge des Wiirfels.
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Nun folgt die Validierung von Anforderung (23.1) 1.

23.7) Bemerkun
Gegeben seien drei paarweise orthogonale Vektoren U, Vv und W .
Dann gilt [0V & ]| =|[[g[|[[v]|[[w]] .

Beweis:

Da der Vektor W sowohl orthogonal zum Vektor U als auch orthogonal zum Vektor V ist, muss W nach
dem 2. Normalenvektorsatz (15.13) in der Fassung der Bemerkung (15.19) linear abhéngig vom Vektor d XV
sein.

Mit der Cauchy-Schwartzschen-Ungleichung (14.15) folgt:
69 &) =[lax |||

Da die Vektoren U und V ebenfalls orthogonal sind, ergibt sich nach Bemerkung (22.4):
[ vl= [l %]

Damit ist die Bemerkung bewiesen.

Im Falle, dass die drei Vektoren den gleichen Betrag b, beispielsweise b = 1, besitzen, gilt [0V W] =b".

Wir werden uns nun um die Anforderung (23.1) II kiimmern. Dazu sei angemerkt, dass das Spatprodukt linear ab-
hingiger Vektoren verschwindet.

(23.8) Bemerkung
Gegeben seien drei linear abhdngige Vektoren 4, V und W .
Dann gilt [TV W]=0.

Beweis:

Sind die Vektoren U und V linear abhingig, so ist nach Satz (15.17) der Vektor U XV der Nullvektor.
Folglich ist die Bemerkung in diesem Fall trivialerweise richtig.

Sind die Vektoren U und V linear unabhingig, so folgt aus der Voraussetzung, dass der Vektor W eine
Linearkombination von U und V sein muss. Dann ist W aber nach dem ersten Orthogonalititstheorem (15.5)
orthogonal zum Vektor U XV . Das bedeutet aber (UXV)-w=0 .

Ein Spat hat also immer das Volumen 0, wenn seine erzeugenden Vektoren linear abhéngig sind. Insbesondere hat ein
(ebenes) Parallelogramm das Volumen 0, weil es sich als ein Spat darstellen lédsst, in dem der dritte erzeugende Vektor
der Nullvektor ist. Die Definition (23.2) respektiert die Anforderung (23.2) II.

Dieser Sachverhalt erlaubt uns, fiir den Modellraum festzustellen dass sich das Volumens eines Spates nicht veréndert,
wenn eine oder mehrere der sechs begrenzenden Seiten abgetrennt werden. Die Bemerkung (23.8) stellt sicher, dass
diese Feststellung nicht gegen die Anforderung (23.2) III verstoft.

Im Folgenden wird der Definitionsbereich der Volumenfunktion ¥ auf dreiseitige Prismen erweitert. Dazu betrachten
wir das dreiseitige Prisma, das durch den Quellpunkt P und die drei Vektoren G, V und W erzeugt wird. Zur
Unterstiitzung der gewiinschten Wahrnehmung der folgenden Abbildung sei darauf hingewiesen, dass das Dreieck
(T U W) die Deckfliche des Prismas sein soll.

w v

=2
<y

Y
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Offensichtlich lédsst sich ein dreiseitiges Prisma immer als eine Hélfte eines Spates begreifen. Diese Einsicht wird
sogleich umgesetzt:

23.9) Definition

. . oo . | P
Dem dreiseitigen Prisma (P, 4,V ,W) wird das Volumen E| [V W]]| zugeordnet.

Dieser Definition zufolge verschwindet das Volumen eines (ebenen) Dreiecks im Einklang mit Anforderung (23.1) II.
Die folgende Bemerkung stellt sicher, dass die Definitionen (23.9) und (23.2) im Sinne der Anforderung (23.1) III
kompatibel sind:

(23.10) Bemerkung
¥ (Prisma (P,u,v, w))+ ¥ (Prisma(R,—1,—V,w))— ¥ (SQUW) =% (Spat (P, 1 ,v,w))

Beweis:

-

Es gilt 0(Prisma<R,—ﬁ,—V,€v>)=%|[—ﬁ—V\TVH: [[AVW]| und ¥((SQUW))=0.

1
2
Die Definition des Volumens dreiseitiger Prismen respektiert das Prinzip ,,Volumen = Grundfldcheninhalt - Hohe*:

(23.11) Bemerkung

Sei (P,1,V,W) ein dreiseitiges Prisma mit der Grundfliche (P,4,V).
Sei e die Grundflichenebene, in der das Dreieck (P, u,V) liegt.

Sei T derjenige Eckpunkt des Prismas, der durch T=P+W definiert ist.
Dann gilt: V(P,u,v,w)=a(P,d,v) d(T,e)

Beweis:
Sind die Vektoren i und V linear abhingig, ist die Gleichung trivialerweise erfiillt. Wir gehen also davon aus,
dass U und V linear unabhéngig sind. Dann gilt gemaf} der Hesseschen Abstandsformel

(@ x¥)-PT|

=5 [avw]
[[a v

d(T,e)=

N | —

o Gx7-d(T,e)=l(Ex7)-F] o Saxilld(T,e)=

Offensichtlich durften wir im Beweis der Bemerkung (23.11) ein zweites Mal den in der Hesseschen Abstandsformel
verborgenen grofBlartigen Zusammenhang anwenden, der auf Seite 2 dieses Paragraphen zur Entdeckung der Volumen-
formel fiir Spate fiihrte.

Unter Bezugnahme auf die folgende Abbildung wird im nichsten Schritt das Volumen polygonaler Prismen erklart.
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(23.12) Definition

Sei ein Prisma zwischen zwei parallelen Ebenen e und f gegeben durch die Fliche p eines triangulierbaren
Polygons in der Ebene e und einem Kantenvektor W, der die Fliche p von der Ebene e in die Ebene f
verschiebt.

Ist p=d,Ud,Ud,U... eine Triangulierung der Grundfldche, dann sei das Volumen des Prismas die Summe
der Volumina der dreiseitigen Prismen, die durch die Triangulierung entstehen:

V(p):=9(d)+9(dy)+¥(dy)+...

Da bei der Berechnung der Volumina der aus der Triangulierung der Grundfldche hervorgehenden dreiseitigen Prismen
stets derselbe Kantenvektor W verwendet wird, kann durch Anwendung des Distributivgesetzes fiir das Spatprodukt in
einer kurzen Rechnung gezeigt werden, dass auch diese Definition (23.12) das Prinzip

,,Volumen = Grundfldcheninhalt - Hohe*
fiir die Volumenmessung von Prismen respektiert.

Durch Definition des Volumens von Tetraedern wird nun das Tor zur Berechnung von beliebigen Polyedern gedftnet.

Da, wie eingangs dieses Paragraphen erwéhnt, ein dreiseitiges Prisma im Anschauungsraum stets in drei volumen-
gleiche Tetraeder zerlegt werden kann, nehmen wir im Modellraum folgende Definition vor:

(23.13) Definition

Sei (P,1u,V,W) ein Tetraeder, der am Quellpunkt P von den Vektoren @, Vv und W erzeugt wird.

Dann werde diesem Tetraeder das Volumen % | [UVwW]| zugeordnet.

Im Gegensatz zu Prismen sind bei Tetraecdern keine Seitenflichen als Grundflachen ausgezeichnet. Deswegen verge-
wissern wir uns, dass das Volumen unabhéngig von der Wahl der Grundflache definiert ist.

Dafiir 16sen wir uns von der gedanklich eng fiihrenden Bezeichnungsweise der Definition (23.13). SchlieBlich miissen
nur vier (gleichberechtigte) Raumpunkte A, B, C und D gegeben sein, damit ein Tetraeder (ABCD) vorliegt. Je drei
der vier Punkte definieren eine seiner vier dreieckigen Seitenflichen. Wiahlen wir eine Seitenflache als Grundfléche, ist
der verbleibende vierte Punkt die Spitze des Tetraeders.

D

)/
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(23.14) Bemerkung
Gegeben sei ein Tetraeder (ABCD)

Dann betrégt sein Volumen unabhéngig von der Wahl des Quellpunkts und der Grundflache

o<ABCD>:%|[Aﬁa]_[ﬁx§]+[am]_[ﬁam|

Beweis:
Offenbar gilt (ABCD)=(A,AB, AC, AD) und daher nach Definition (23.13)

\7<ABCD>=%|[X]§KEK]3]|

Wir multiplizieren das Spatprodukt zwischen den Betragsstrichen unter Anwendung des Distributivgesetzes aus.
Dabei lassen wir alle Terme weg, in denen A doppelt auftritt, weil diese den Wert 0 haben:

[ABAC AD]=[(B-A)(C—A)(D-A)]=[BCD]-[BCA]-[BAD]-[ACD]

Nun sortieren wir die vier Terme im Sinne der Behauptung und wenden innerhalb der vier Spatprodukte, soweit
erforderlich, das Antikommmutativgesetz an, um deren Faktoren in die gewiinschte Reihenfolge zu bringen:

[XEKE ﬁ)]z—[ﬁég]—[ﬁ A ]_j]—[/_i(_f ]5]+[]§6f)]=—[11]§6]+[]3 A E]—[Aéﬁ]wﬂ]—ééﬁ]
Durch Ausklammern eines Minuszeichens und setzen der Betragsstriche, die dieses eliminieren, erhalten wir
abschlieBend die Behauptung:

| [ABAC AD]|=| ~([ABC]~[D A BJ+[ACD]-[BCD])|

Der Volumenterm kann durch das oben abgebildete Rotationsschema erzeugt werden. Zum Verstidndnis des
Schemas:

- -

Wird der vierte Punkt hineinrotiert, wird aus [A B C] mit einem Vorzeichenwechsel —[D A B].
Die néichste Rotation macht aus —[D A B] mit einem weiteren Vorzeichenwechsel —(—[C D A]) .
usw.

Das Schema zeigt, dass alle vier Eckpunkte gleichberechtigt und austauschbar in die Volumenberechnung
eingehen. Es spielt daher keine Rolle, welcher Eckpunkt als Quellpunkt des Tetraeders im Sinne der Definition
(23.13) gewéhlt wird. Jede Wahl fiihrt auf denselben Volumenterm.
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Pflichtgemaf wird nun tberpriift, ob die Definition (23.13) des Volumen eines Tetraeders im Sinne der Anforderung
(23.1) III mit der Definition (23.9) des Volumens von dreiseitigen Prismen vertréglich ist.

23.15) Satz

Gegeben sei ein Tetraeder (P, T,V , W) .

Dann gibt es zwei weitere volumengleiche, bis auf ,.diinne* Uberschneidungen disjunkte Tetraeder, mit denen
der gegebene Tetraeder zu einem dreiseitigen Prisma ergidnzt werden kann.

\W%
.
v !
1
T T 3 | T o U
U >
— — ,,'
— —_ V—W . //
w w W /,/
S S
!
> > ,”
u-—w /
» »
—- — —
P T Q P a Q P M Q
Beweis:

Der Tetraeder (T,U,V,V— W) (siche mittleres Bild) besitzt das Volumen
v (s o oo N 1 .o | I
L9 (-9 |=2 [699]-[17 ] =2 ] 0~[67 #] |=£] [174]]

6
Der Tetraeder (T,lU—W,1i,V—W) (siche rechtes Bild) besitzt das Volumen

% [(§ =)@ (3 - )] |=%| (GG [%av]-[00W]+][%aw] |
L 0 [®a9])=040 =L —[%T7]|= 2| [G7 #] |
6 6 6

Offensichtlich ergénzen sich die drei Tetraeder zu einem dreiseitigen Prisma. Dass doppelt auftretende
(dreieckige) Kontaktflichen ignoriert werden konnen, wurde bereits oben festgestellt.

Offensichtlich respektiert die Definition (23.13) das Messprinzip fiir Pyramiden:
Volumen = % - Grundfldcheninhalt - Hohe

Grundsatzlich konnen nun die Volumina aller Polyeder berechnet werden, die sich in endlich viele Tetraeder zerlegen
lassen. ,,Zerlegen* heiflt dabei, dass sich die Teil-Tetraeder nur in Kanten oder Dreiecksflichen iiberschneiden. Die
Volumina dieser Kontaktmengen sind wegen Bemerkung (23.8) stets gleich null.
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