MatheBellus IV — Analytische Geometrie

§16 Normalengleichungen von Ebenen

In vielen praktischen Problemen, wie beispielsweise bei Volumenberechnungen, sind Abstinde von Punkten zu einer
Ebene zu berechnen. Im vorangegangenen Paragraphen wurde dazu ein giiltiges Verfahren entwickelt:
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Erfasse die Ebene mit einer Punktrichtungsgleichung.
Bilde einen Normalenvektor der Ebene mit Hilfe ihrer Richtungsvektoren.
3. Beschreibe das Lot von dem gegebenen Punkt auf die Ebene mit einer Punktrichtungsgleichung unter Verwen-
dung des Normalenvektors als Richtungsvektor .
Berechne den LotfuBSpunkt als Schnittpunkt von Lot und Ebene.

5. Berechne den Abstand des Punktes von der Ebene als Linge des Vektors, der den LotfuBpunkt auf den Punkt
abbildet.

Indem wir dieses Verfahren in allgemeiner Form, das heif}t, ohne Verwendung konkreter Koordinaten durchfiihren,
ermitteln wir eine Formel fiir den Abstand eines Punktes von einer Ebene. Das Ergebnis dieser Herleitung formuliert
der folgende Satz. Sein Beweis gibt exakt die Herleitung wieder:

(16.1) Satz (..Hessesche Abstandsformel*)
Sei e:X=A+ru+ uv eine Ebene, Q ein Punkt des Modellraumes und i ein vom Nullvektor verschie-
dener Normalenvektor von €.

. i-Q—i-A| |i-AQ
Dann gilt: d(Q;e)zl 6 |=| 6 |

i

Beweis:
1: X= Q +pil ist offensichtlich das Lot von Q auf'e. Sei L der LotfuBBpunkt von Q.

Als Schnittpunkt vom Lot 1 und der Ebene e erfiillt L beide Punktrichtungsgleichungen. Es gibt daher Para-
meterwerte p, A, €IR mit

(1) Q
@)

+p1 und
+AU+pv.

=
>0
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Diese Parameterwerte 16sen die Schnittpunktgleichung

B) Q+pi=A+Al+pv
Da der Vektor i orthogonal zu den Vektoren i und V ist, konnen wir A und p in einem Schritt aus der
Gleichung eliminieren, indem wir auf beiden Seiten das Skalarprodukt mit dem Vektor fi bilden:

5)  ®(Q4ph)=f(A+Ai+pY) o FBOQ+pE=RA o p=iAZ1Q
n
Wir erhalten den LotfuBpunkt L, indem wir den in (5) ermittelten Wert fiir p in die Punktrichtungsgleichung des

Lotes 1 einsetzen. Durch dquivalentes Umformen ergibt sich eine Darstellung fiir den Vektor LQ .

6 L[=0+1AZRQz . Gr-_BAZRQg o [o=0Q-hAg
n n
Es folgt daraus

(7)  d(Q:e)=|LQ|=

i-A—i-Ql,., [iQ
—— lill= |

Bemerkenswerter Weise kommen die Koordinaten des Lotfullpunktes, die in der Regel auch nebenséchlich sind, in der
Hesseschen Abstandsformel nicht vor. Der Abstand eines Punktes von einer Ebene héngt nur von den Koordinaten des
Punktes, den Koordinaten des Stiitzpunktes der Ebene und den Koordinaten ihres Normalenvektors ab!

Bevor wir in der Theorieentwicklung weiter voranschreiten, bemiithen wir uns mit Hilfe der folgenden Darstellung um
eine anschauliche Deutung der Hesseschen Abstandsformel.

Zunichst stellen wir fest, dass der Vektor ITQ als Projektion (siehe Definition (14.13)) des Vektors A_Q auf den
Vektor i angesehen werden darf:

— i-0-%-A. f(-A+Q) . AQHA. -
LQ= Qﬁ2 n= (ﬁz )n= gz n =(AQ)n

Deshalb liefert der Vektor Ij(—) das gleiche Skalarprodukt mit dem Normalenvektor i wie der Vektor KQ (siche
Bemerkung (14.14)(a)).

GemiB dem Zusatz zur Cauchy-Schwartzschen Ungleichung (14.15)(2) gilt |AQ-1|=|LQ-&|=||LQ|||7l| , weil die
Vektoren LQ und #i linear abhingig sind.

Das bedeutet aber, dass wir uns unter dem Zihler |ﬁK(3| der Hesseschen Abstandsformel den Fldcheninhalt eines
Rechtecks mit den Seitenlingen ||LQ| und ||| vorstellen diirfen. Dividieren wir diesen Flicheninhalt durch eine
seiner Seitenldngen, ndmlich durch die Lange des Vektors i , erhalten wir die andere Seitenlinge, namlich die Lange
des Vektors ||LQ|| , und damit gemaB Definition (15.23) den Abstand des Punktes Q von der Ebene e.
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Nach erfolgreicher anschaulicher Deutung der Hesseschen Abstandsformel lenken wir den Blick auf die scheinbar
nebensichliche Bemerkung (15.24). Diese ist in der Tat von grofer Tragweite, weil sich aus ihr eine parameterfreie
Beschreibung der Ebene ergibt:

(16.2) Satz

Sei e eine Ebene, A ein Punkt von e sowie i ein vom Nullvektor verschiedener Normalenvektor von e.
Dann gilt fiir jeden Raumpunkt X €R’ :
Xe€e © i-AX=0 & H-X-i-A=0

Beweis:

Xee o d(X,e)=0 & —=——"1-0 o AX-i-A=0

Dieser Beweis kann auch ohne die Hessesche Abstandsformel gefiihrt werden:
Gelte e:X=A+m+uv .
Xee < AX ist Linearkombination der Vektoren @ und ¥ [Bemerkung (9.6)]
Die Vektoren i und AX sind orthogonal [1. Normalenvektorsatz (15.12)]

(—1
o  #A-AX=0

Eine Ebene ist also (im Modellraum R’ !) durch die Angabe eines Stiitzpunktes und eines vom Nullvektor verschie-
denen Normalenvektors vollstdndig charakterisiert!

b
A

=

Y
>

(16.3) Definition

Sei e eine Ebene, A ein Stiitzpunkt von e und i ein vom Nullvektor verschiedener Normalenvektor von e.
Dann heifie die Gleichung 1i- X-f-A=0 Punktnormalengleichung der Ebene e.

Wir schreiben kurz e: fi-X—f-A=0.
Die Niitzlichkeit der Punktnormalengeichung kann anhand eines Beispiels einer Punktprobe demonstriert werden:

(16.4) Beispiel
-6
Sei e die Ebene, die durch den Stiitzpunkt A = (4;—1; 5) und den Normalenvektor i=| 2 | bestimmt ist.
3

Gepriift werden soll, ob der Punkt Q = (2; —1; 1) ein Punkt dieser Ebene ist.
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Losung:
Wir notieren die Punktnormalengleichung der Ebene e ...

—-6| . [—6|[ 4 —6| _
e:|2 |'X—|2 ||-11=0 & | 2 | X+11=0
3 3 5 3
... und setzen den Ortsvektor von Q ein:
—6| (2 —6| | 4

Qee < |2 |'|-1]—|2 |'|-1|=0 & —114+11=0 [wahr]
3 1 3 5

Offensichtlich bietet die Punktnormalengeichung grofle rechnerische Vorteile. Wir werden diese Erkenntnis im néch-
sten Paragraphen néher untersuchen.

In diesem Paragraphen soll zunéchst die Einfithrung der Punktnormalengelchung mathematisch abgerundet werden.
Dazu stellen wir fest, dass in einer Punktnormalengleichung ii- X-f-A=0 das Skalarprodukt - A ausgerechnet
werden kann. Das Ergebnis ist ein Skalar y €IR . Dieser simple Sachverhalt legt den folgenden Satz nahe:

(16.5) Satz

Sei 1l ein vom Nullvektor verschiedener Vektor und vy eine reelle Zahl.
Dann ist die Punktmenge e:={X€R’| A-X —y=0] stets eine Ebene des Modellraumes.
Wir schreiben kurz e : fi-X — vy=0.

Beweis:
Da 1i nicht der Nullvektor sein soll, besitzt i wenigstens eine von 0 verschiedene Koordinate. Gelte 0.B.d.A.
n#0.

Dann gilt fiir den Punkt A := (% :0;0) offenbar fi-A=y .

1
Daraus ergibt sich aber

iX-—y=0 o A-X—-d-A=0
e ist daher die Ebene, die den Normalenvektor fi und den Stiitzpunkt A besitzt.

Eine Gleichung des Typs i-X— vy=0 wird iiblicherweise allgemeine Normalengleichung genannt, weil aus ihr nicht
direkt die Koordinaten eines Stiitzpunkts ablesbar sind. Der vorangegangene Beweis zeigt jedoch, dass es keine Miihe
bereitet, sich einen Stiitzpunkt zu verschaffen.

Werden Richtungsvektoren fiir eine Ebene benétigt, die durch eine Normalengleichung gegeben ist, so hilft der 1. Nor-
malenvektorsatz (15.12) weiter. Seinetwegen muss nur nach Vektoren gesucht werden, die orthogonal zum Nor-
malenvektor sind. Dass diese immer leicht zu finden sind, zeigt das folgende Konstruktionsrezept.

Satz (16.6)

Gegeben sei ein vom Nullvektor verschiedener Vektor i .

Dann gibt es immer zwei linear unabhéngige Vektoren @ und V, die beide orthogonal zum Vektor fi sind
und daher zusammen mit fi eine Basis des Modellraumes IR’ bilden.

Beweis:
n, n, n,

Gelte n= n, und 0.B.d.A. n,#0 . Dann erfiillen die Vektoren @:=|_p | und V:=| o | die Aussage des
n, 0 -n

Satzes.

Es ist offensichtlich, wie zu verfahren ist, wenn n,#0 oder n,# 0 gilt, um zwei linear unabhingige Vektoren
zu konstruieren, die orthogonal zum Vektor i sind.
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Nicht nur aus Griinden der Vollstdndigkeit wird abschlieBend auch noch die sogenannte Koordinatengleichung einer
Ebene eingefiihrt. Diese ergibt sich direkt durch Ausmultiplizieren des Skalarprodukts fi-X .

(16.7) Bemerkung
Sei e:1-X—y=0 eine Ebene.
Dann gilt fiir jeden Punkt X =(x;y;z): X€e < n x+n,ytn,z=vy.

Die Ebene im Beispiel (16.4) kann also auch durch die Gleichung
—6x +2y +3z=-11
beschrieben werden. Dadurch wird plétzlich klar, dass eine lineare Gleichung in drei Variablen, stets als Gleichung

einer Ebene im Modellraum IR’ interpretiert werden kann. Die Koeffizienten der Gleichung liefern einen Normalen-
vektor dieser Ebene.

Ganz so liberraschend ist das Ergebnis natiirlich nicht, wenn wir uns daran erinnern, dass bereits in der Mittelstufe
Gleichungen des Typs

ax +by=c
zur Beschreibung von Geraden benutzt wurden. Trotzdem bestdtigt diese Feststellung eindrucksvoll unsere Theorie.

Das folgende Beispiel zeigt, wie wir aus einer Koordinatengleichung einer Ebene wieder eine Punktrichtungsgleichung
zuriickgewinnen konnen.

(16.8) Beispiel
Gegeben sei die Ebene e: 3x —4y + 2z =13.

Die Gleichung von e kann auch wie folgt geschrieben werden:

3\ [x 3\ .
e:|—4||y|—13=0 < |—4|-X—-13=0
2] \z 2
Offenbar erfiillt der Punkt A :=(1;-2; 1) die Gleichung. Damit haben wir bereits einen Stiitzpunkt von e.
-4 2
u:=|—3| und v:=| 0 | sind gemdB Rezept (16.6) zwei linear unabhingige Richtungsvektoren von e.
0 -3
Also ergibt sich eine Punktrichtungsgleichung der Ebene e wie folgt:
R 1 —4 2
e: X=|=2|+A|=3|+un| 0
1 0 -3

Das hier am Beispiel vorgefiihrte Verfahren ist allgemein abgesichert. Fiir eine Ebene, die durch eine Koordinaten- oder
eine Normalengleichung gegeben ist, kdnnen wie im Beweis zu Satz (16.5) stets ein Stlitzpunkt A und gemil3 Beweis
des Satzes (16.6) zwei linear unabhéngige Richtungsvektoren d und Vv konstruiert werden.

Wir kehren nun noch einmal zur Hesseschen Abstandsformel zuriick. Nach der Einfiihrung der Normalen- und Koordi-
natengleichung einer Ebene konnen wir die Formel, mit der der Abstand eines Raumpunktes Q zu einer Ebene e
berechnet wird, in folgender Weise als Rezept formulieren:

1. Stelle die Ebene mit Hilfe einer allgemeinen Normalengleichung dar.

e:fi-X—y=0
2. Ersetze in dem Term der linken Gleichungsseite die Vektorvariable durch den Ortsvektor des Punktes.
i-Q—v
3. Bilde den Betrag des Termwerts.
5-Q—7l
4. Dividiere diesen Wert durch den Betrag des Normalenvektors.
i-Q—vl
5]
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Die Darstellung einer Ebene mit Hilfe einer Normalen- oder Koordinatengleichung ist {ibrigens nicht eindeutig, weil
durch Multiplikation mit einer reellen Konstanten § eine solche Gleichung dquivalent umgeformt werden kann:

e:i-X—y=0 o §(i-X—7)=0 = (81)-X-08y=0

Durch Division durch den Betrag des Normalenvektors erhalten wir aber aus einer Normalengleichung eine Gleichung,
die dadurch von allen anderen dquivalenten Gleichungen ausgezeichnet ist, dass der Betrag des verwendeten Normalen-
vektors den Wert 1 hat:

e X—y=0 & —(7i-X—y)=0 & (=) X-——"2=0

(16.9) Definition

Hat der Normalenvektor fi in der Normalen- oder Koordinatengleichung ﬁ-f(—y=0 einer Ebene e den
Betrag 1, dann wird die Gleichung als Hessesche Normalform der Ebenengleichung bezeichnet.

(16.10) Beispiel

1/3
Die Ebenengleichung e:|(—2/3|-X —2=0 geniigt den Bedingungen der Hesseschen Normalform.

2/3

Vektoren, die den Betrag 1 aufweisen, tragen einen besonderen Namen:

(16.11) Definition
Ein Vektor @i heiBt Einheitsvektor, wenn sein Betrag den Wert 1 hat: ||f|[=1 .

Diesen Paragraphen abschlieend, reflektieren wir im Modellraum unsere Vorstellung, dass eine Ebene — anders als
eine Gerade — den Raum in zwei disjunkte Halften teilt.

oberer Halbraum

n Q n
e
\J

0 unterer Halbraum

Es stellt sich sofort die Frage, wie die beiden Halbraume zunichst begrifflich, dann aber auch analytisch voneinander
unterschieden werden konnen. Bei der Suche nach einem Kriterium fiir die Unterscheidung zwischen ,,oben” und
,unten® wird schnell klar, dass eine Orientierung der Ebene bendtigt wird. Diese liefert aber der gewéhlte Normalen-
vektor.

Allerdings ist der Gegenvektor eines Normalenvektors einer Ebene wiederum ein Normalenvektor der Ebene — mit
entgegengesetzter Orientierung. Das bedeutet, dass mit der Wahl eines Normalenvektors willkiirlich festgelegt wird,
welcher Halbraum der obere und welcher der untere ist.

Es soll im Folgenden vereinbart werden, dass ein Punkt Q (wie in der Abbildung) ,,oberhalb* einer Ebene liegen soll,
wenn der Vektor AQ , wobei A ein Stiitzpunkt der Ebene e sei, mit dem Normalenvektor einen spitzen Winkel bildet.
Zur Vorbereitung der angestrebten Definition stellen wir fest:
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(16.12) Bemerkung
Sei e:fi-X — v=0 ecine Ebene, P ein Punkt der Ebene und Q ein Punkt, der nicht in der Ebene liegt.

Dann gilt: < (#,PQ)<90° = #-Q-y>0

Beweis:
Da P ein Punkt von e ist, gilt ﬁ~13—y =0, dasheift i-P=1y .
Nun folgt der Reihe nach:

i-Q-y>0 « #-Q-id-P>0 o #-PQ>0

%>0 = cos(¥(ii,PQ))>0 = <x(i,PQ)<90°
[l [PQIl

Nun erfolgt die angestrebte Begriffsbildung:

(16.13) Definition
Gegeben sei eine Ebene durch eine Normalengleichung € : 1i- X - vy=0.

Wir sagen, ein Punkt Q liegt oberhalb der Ebene e, falls fi- Q —y>0 gilt.
Die Menge aller Punkte, die oberhalb der Ebene liegen, hei3t oberer Halbraum beziiglich der Ebene e.

Wir sagen, ein Punkt Q liegt unterhalb der Ebene e, falls 1i- (3 —y<0 gilt.
Die Menge aller Punkte, die unterhalb der Ebene liegen, heil3t unterer Halbraum beziiglich der Ebene e.

Die beiden Halbrdume beziiglich einer Ebene sind nicht nur disjunkt; sie werden ,,uniiberwindlich® durch die Ebene
getrennt:

(16.14) Satz

Gegeben sei eine Ebene ¢: i-X-— v=0 und zwei Punkte P und Q, die nicht zur Ebene gehéren. Dann gilt:
(a) Wenn die Gerade PQ parallel zu e verlauft, gehoren die Punkte P und Q demselben Halbraum an.

(b) Wenn P und Q verschiedenen Halbraumen angehéren, dann schneidet die Gerade PQ die Ebene ¢

in genau einem Punkt S.

Beweis:

Da P und Q keine Punkte der Ebene e sind, kann die Gerade PQ nicht in der Ebene verlaufen; sie kann nur
parallel zur Ebene e liegen oder sie in genau einem Punkt schneiden.

Hieraus folgt, dass die zweite Aussage des Satzes die Kontraposition der ersten ist. Wir beweisen daher nur die
erste.

Wenn die Gerade PQ parallel zur Ebene e verlduft, ist ihr kanonischer Richtungsvektor ITQ auch ein
Richtungsvektor der Ebene e und damit orthogonal zu ihrem Normalenvektor 1 .

Daraus folgt:
i-Q-y=i-(P+PQ)—y=1-P+7-PQ-y=0-P+0—y=0-P—y
Das heifit aber geméB Definition (16.13), dass P und Q demselben Halbraum angehoren.
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