MatheBellus IV — Analytische Geometrie B

§14 Langen, Winkel und Skalarprodukt

In der Geometrie, die wir bisher entwickelt haben, wurden die erschaffenen Objekte keinen ,,Messungen® unterzogen.
Bislang gibt es weder einen Langen-, noch einen Winkel-, Abstands-, Flachen- oder Volumenbegriff.

Objekte werden ,,gemessen®, indem ihnen nach festgelegten Regeln reelle Zahlen zugeordnet werden. Ansatzweise
haben wir das ,,Prinzip des Messens* kennengelernt, als wir jedem Tripel dreier kollinearer Punkte ein reelles Teil -
verhéltnis zuordneten.

Grundlegend fiir die Langen-, Winkel-, Flichen- und Volumenmessung ist die Bewertung der Lage, die zwei Punkte
zueinander einnehmen.

— B

Ist ndmlich erst einmal definiert, was unter dem ,,Abstand zweier Punkte® zu verstehen ist, so ergibt sich daraus sofort
der Begriff ,,Lénge einer Strecke®, da eine Strecke durch ihre beiden Endpunkte vollstdndig beschrieben ist. Wie wir
zeigen werden, konnen aus dem Léngenbegriff auch alle weiteren MaBbegriffe abgeleitet werden.

Um zu einer Definition des Abstands zweier Punkte zu kommen, machen wir uns zunédchst klar, dass dieser Abstand
von den Koordinaten der Punkte abhdngen muss, weil in diesen die gesamten Lageinformationen enthalten sind. Die
Anschauung fordert, dass dariiber hinaus der Abstand zweier Punkte ,.translationsinvariant'“ sein muss.

Die translationsinvarianten Informationen iiber die Lagebeziehung zweier Punkte A und B werden aber im Vektor AB
vollsténdig wiedergegeben. Also liegt der Schliissel zum Aufbau einer messenden Geometrie in einer geeigneten
Bewertung von Vektoren.

B=(10;3;-8) |

Wir erinnern uns anhand eines Beispiels an die Abstandsmessung im Euklidischen Anschauungsraum. Betrachten wir
dazu die Punkte

A= (aj;ay585) =(5154) und B= (b;;b,;b;))=(10;3;-8)
in einem kartesischen Koordinatensystem.

Als Mal3einheit wird der Abstand verwendet, den die Zahlen 0 und 1 auf den Koordinatenachsen voneinander haben.
Dann erhalten wir

|b,—a|=5 und |b,—a,|=12
als Lange der Katheten im rosafarbenen rechtwinkligen Dreieck. Dessen Hypotenuse hat daher die Lange
\/|b1 _al|2+|b3 _as|2 =13

1 Eine Bewertung von Objekten ist translationsinvariant, wenn Verschiebungen im Raum sie nicht &ndern.
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|
Damit kennen wir die Linge einer Kathete des rechtwinkligen Dreiecks, dessen Hypotenuse die Strecke AB ist. Die
andere Kathete hat offenbar die Lénge

|b,—a,|=2 =2.

Wieder durch Anwendung des Satzes von Pythagoras erhalten wir
\/|b1 _al|2+|b2 - a2|2 + |b3 - a3|2 =V173

als Linge der Strecke AB .

Weil fiir jede reelle Zahl x die Beziehung |x|2 =x richtig ist, stehen unter der Wurzel die Quadrate der Koordinaten

des Vektors AB . Damit ist klar, wie eine Bewertung der Vektoren definiert werden muss, damit mit ihrer Hilfe eine
translationsinvariante, anschaulich verniinftige analytische Langenmessung begriindet werden kann.

(14.1) Definition
X
Sei x= X, ein Vektor des Modellraums R’ .

X3

Dann heiBt die Zahl ||X||=+vx]+x}+x; Betrag des Vektors X .

(14.2) Definition

Seien A und B zwei Punkte des Modellraums R’ .
Dann heiBt die Zahl d (A ,B):=||AB|| Abstand der Punkte A und B oder auch Linge der Strecke AB .

Die Fachwissenschaft nennt eine Bewertungsfunktion fiir Vektoren, wie sie in (14.1) definiert ist, ,,Norm* und spricht
von einem ,,normierten Vektorraum®. Mit Hilfe einer Norm kann, wie in (14.2) vorgefiihrt, stets ein Abstandsbegriff
erklért werden.

Eigentlich liegt es jetzt nahe, Regeln fiir den Umgang mit dem Betrag von Vektoren und dem Abstand von Punkten
aufzustellen und zu beweisen. Wie wir sehen werden, hat es jedoch groBe Vorteile, zuvor eine Winkelmessung
einzufiihren. Dann wird ndmlich ndmlich sichtbar, dass analytische Langen- und Winkelmessung auf derselben funda-
mentalen vektoriellen Operation autbauen.

oy
oy

® 9

Ein Winkel wird durch drei Punkte S, A, B definiert, von denen einer als Scheitel S des Winkels ausgezeichnet ist. Die
Grofle des Winkels gibt an, wie sich die ,,Richtungen® der beiden Ortsverdnderungen unterscheiden, die durch den
Scheitel S und jeweils einen der anderen Punkte A beziehungsweise B definiert sind. Offenbar erhalten wir eine trans-
lationsinvariante Bewertung des ,,Richtungsunterschieds®, wenn die Grofle des Winkels nur in Abhéngigkeit von den
Koordinaten der Vektoren a=SA und b=SB beschrieben wird.

Bei der Suche nach einer geeigneten analytischen Winkeldefinition lassen wir uns wieder von der klassischen
Geometrie leiten. Eines ihrer Resultate, der Kosinussatz, sagt aus, dass Winkel mit Hilfe von Streckenldngen berechnet
werden konnen. Wir nehmen einfach einmal an, wir hitten bereits eine analytische Definition des Winkels zwischen
zwei Vektoren so abgefasst, dass der Kosinussatz erfiillt bleibt. Dann miisste Folgendes gelten:

13— bIF =1[&IF +[[bIF — 2 [13]|-|[b]|- cos (% (3 , b))
= (a,=b ) +(a,—b,) +(a;— b)) =(al+ay+a3)+ (b} + b, +bs) — 2|[d]|-|/b||-cos (%(&, b))
e —2a, b—2a,b,—2a,b;=—2][a]|-[[b]|-cos (x (3, b))

§14 Langen, Winkel und Skalarprodukt Seite 2 22.05.2026



MatheBellus IV — Analytische Geometrie

< a;b+a,b, +33b3:”5”'”B”'C05 (4(5,6))
a,b,+a,b,+a;b,
(ERE
a,; b, +a, b2+a3b3)
I[&[l- bl

o cos(x(3,b))=

o  «(3,b)=arccos

Verwenden wir nun diese heuristisch ermittelte Beziehung als Definitionsgleichung, wird der Winkel zwischen
Vektoren gerade so definiert, dass der Kosinussatz automatisch Giiltigkeit behélt. Zu bedenken ist allerdings, dass wir
nicht wissen, ob die Beziehung, aus der wir die Definitionsgleichung durch Aquivalenzumformungen erhalten haben,
auch algebraisch einwandfrei ist. Da die Kosinusfunktion nur Werte im Intervall [-1; 1] annimmt, muss vor einer
Verwendung der hergeleiteten Definitionsgleichung eigentlich zuerst nachgepriift werden, ob die

a, bt+a,b,+a;b, -

,.kritische Doppelrelation* -1 < ——=
IEARI

allgemeingiiltig ist. Andernfalls wéren die oben stehenden Gleichungen nicht sinnvoll! Aus praktischen Griinden warten
wir jedoch mit dem entsprechenden Beweis (siche Satz (14.15)).

(14.3) Definition
Gegeben seien zwei vom Nullvektor 0 verschiedene Vektoren 3 und b .
a,b,+a,b,+a;b,

Dann heiBt die Zahl < (@, b) =arccos 2 2
I[&[][bll

) Winkel zwischen den Vektoren a@ und B

Da die Umkehrfunktion ,,arccos” der Kosinusfunktion das Intervall [-1; 1] auf das Intervall [0°; 180°] bzw. [0; «]
abbildet, gibt es im Rahmen dieser Theorie keine {iberstumpfen Winkel (Winkel groBer als 180°). Tatsdchlich ergibt die
Betrachtung iiberstumpfer Winkel im Raum wenig Sinn, weil es im Gegensatz zur ebenen Geometrie im Raum keine
Moglichkeit gibt, durch Festlegung einer allgemein giiltigen Drehrichtung zwischen zwei verschiedenen Winkeln zu
unterscheiden, die sich zu 360° ergénzen. Im Raum kann ein Winkel immer von zwei Seiten betrachtet werden!

(14.4) Definition

Gegeben seien im Modellraum drei verschiedene Punkte S, A und B.
Dann heif3t die Zahl < ASB=<« (ﬁ , §]§) Winkel zwischen den Strahlen (Halbgeraden) SA und SB.

Betrachten wir noch einmal die Definitionsgleichung fiir den Winkel zwischen zwei Vektoren, die auch den Betrag von
Vektoren einbezieht.

+(d,b) = arccos | 2! bi+a,b,+2, b =arccos 8 b2 b, %3,
’ - o] Var+al+al b +bi+b]
b,+a,b,+a;b
=arccos e B R B I

\/alal—i-azaz-i-a3213\/b1b1—+-b2b2—i-b3 b,

Offenbar spielt sowohl fiir die Winkelgro3e als auch fiir die Berechnung der Betrdge folgende Operation eine entschei -
dende Rolle:

S} M
Aus X=|x,| und y=|y | wird X, ¥, +X,y,+X;y;.
X3 b

Die Koordinaten zweier Vektoren werden zeilenweise multipliziert und die entstandene Produkte addiert.
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(14.5) Definition

Xy Y1
Gegeben seien zwei Vektoren X=|x | und y=|y, |.
X3 Y3

Dann heifit die Zahl Xy :=x,y,+X, ¥, +X;Y; Skalarprodukt der Vektoren X und § .
[Der Ausdruck wird ,,Vektor x Punkt Vektor y* gelesen.]

Das Produkt erhédlt seinen Namen zur Betonung der Tatsache, dass das Resultat der Verkniipfung anders als bei der
Vektorsumme nicht wieder ein Vektor, sondern ein Skalar, das heif3it, eine reelle Zahl ist.

Nach der Einfiihrung des Skalarprodukts kann sowohl der Betrag eines Vektors als auch der Winkel zwischen zwei
Vektoren kurz und einpriagsam geschrieben werden:

(14.6) Bemerkung
Fiir jeden Vektor X gilt: ||X||=vX X

(14.7) Bemerkung

Fiir je zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren @ und b gilt: «(3a ,B)=arccos( a-b )

[ENRIN

Die Bezichung ||X||=vX-X kann offenbar auch in der Form ||X|=X-X geschrieben werden. Da hiufig beim
Umgang mit Betrdgen Produkte der Art X-X auftreten, verabreden wir auBerdem noch folgende Kurzschreibweise:

(14.8) Bezeichnung

o . . . -2 - -
Ist X ein Vektor, so schreiben wir X :=X-X .

Die nach (14.6) und (14.8) fiir jeden Vektor X geltende Beziehung ||§||=\/? erinnert typographisch sehr an die
Gleichung |x|= Vx?, die fiir alle reelle Zahlen x richtig ist.

Natiirlich ist zu fragen, ob trotz der Verschiedenartigkeit der Verkniipfungen dem Skalarprodukt wie der Vektorsumme
eine geometrische Bedeutung zukommt. Aufschluss dariiber gibt die Beziehung, aus der die Definitionsgleichung fiir
den Winkel gewonnen wurde:

<(a,s)zamcos(||j|ll'|*|%“) & cos(«(3,5) =2 & -B5=[all-I5ll-cos (+(3,5)
T

Das Ergebnis der Aquivalenzumformung halten wir sofort fest:

(14.9) Bemerkung

Fiir je zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren @ und b gilt:
a-b=|@||-|[b]l-cos (%(a, b)) und daher [a-b|=|3|-[[b]-cos (« (a,D))

Es ist zu beachten, dass das Skalarprodukt zweier Vektoren jeden reellen Wert, also auch negative Werte annehmen
kann! Deshalb kann zwar nicht das Skalarprodukt @ b selbst, aber dessen Betrag |a- _f)| aufgrund der Bemerkung
(14.9) durch den Flacheninhalt eines Rechtecks dargestellt werden.

Die Seitenlingen des Rechtecks sind durch den Betrag eines Vektors, beispielsweise ||@|| , und durch den Betrag der
,orthogonalen® Projektion® des anderen Vektors, also ||b||-|cos (x4, l;)| , gegeben:

2 orthogonal (griechisch): rechtwinklig
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» B B
b b
0 @ 0 @
o A o A
S P P S
a b | a b |
Erlduterungen der Grafiken unter Verwendung von ¢:=<(3,b) :
«  Links: Im rechtwinkligen Dreieck SPB gilt “Sﬁ =cos (¢) und daher SP =||b||cos (¢) , wobei cos(¢) > 0.

«  Rechts: Im rechtwinkligen Dreieck SBP gilt SP_ cos (180°—¢)=—cos (@) , wobei cos(¢) < 0.

I

Unter Verwendung des Betrags von cos(¢) ist daher die Beziehung SP =||b||-|cos (¢)| immer richtig und damit die
oben angesprochene geometrische Interpretation des Skalarprodukts gesichert.
Die Darstellung zeigt, dass bei fest vorgegebenen Betrdgen der Vektoren @ und b der Betrag des Skalarprodukts in
Abhingigkeit vom eingeschlossenen Winkel zwischen minimal 0 und maximal ||d]|-||b|| variieren sollte:

0 < [a-b] < [&]-[bl
Diese aus der Anschauung gewonnene Vermutung erinnert uns noch einmal an die oben eingegangene, aber noch nicht
eingeldste Beweisverpflichtung zur , kritischen Doppelrelation®, denn folgende Aquivalenzen sind korrekt:

b . L -
——= =1 = —[@l}bll = a-b < [@&[-[bl < [a-b] < [[]l-[bl|
[&l-{[bll

o)

-1 =<

Der Betrag des Skalarprodukts |?ai'_6| miisste den minimalen Wert 0 erreichen, wenn < (3 ,B) =90° gilt, und den

maximalen, wenn die Vektoren @ und b linear abhédngig sind. Bevor wir diese Vermutungen stichhaltig begriinden,
legen wir uns das (nicht nur fiir diesen Zweck) niitzliche Regelwerk zurecht:

(14.10) Rechenregeln fiir das Skalarprodukt

-

a, b und ¢ seien Vektoren, A eine reelle Zahl; dann gilt:

(1) i-b=b3 (Kommutativgesetz)
) a (B +¢)=a- b+3-¢ (Distributivgesetz)
(3) (xd)-b=xr(3-b)=3-(Ab) (gemischt assoziatives Gesetz)

Der simple Beweis wird jeweils durch Ausschreiben der Terme mit Hilfe der Definition (14.5) gefiihrt. Die Ausfiihrung
wird dem Leser iiberlassen.

Wir betonen, dass das Skalarprodukt das Assoziativgesetz nicht erfiillt:

(14.11) Bemerkung

Fiir drei Vektoren @, b und ¢ ist die folgende Gleichung im allgemeinen falsch: (a- B) c= §~(B- <)

Die Ungiiltigkeit ist schon daran zu erkennen, dass links vom Gleichheitszeichen ein Vielfaches des Vektors € , rechts
ein Vielfaches des Vektors @ steht!
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Jetzt soll endlich die ,kritische Doppelrelation® in der Fassung [@-b| < ||-||b|] bewiesen werden. Da sic zur Absi-
cherung der Winkeldefinition benétigt wird muss der Nachweis ohne Verwendung des Winkelbegriffs erfolgen!

Wir lassen uns dabei von der zur Bemerkung (14.9) erstellten Graﬁk leiten
und zerlegen den Vektor b in zwei Komponenten b=b +(b b .) so,

dass die erste Komponente ba ein Vielfaches des Vektors @ ist und mit b-b
4 das gleiche Skalarprodukt erzielt wie der Vektor b selbst. -

oy
'

Man kann sich diese Komponente als ,,orthogonale Projektion des Vektors
b aufden Vektor 3@ “vorstellen.

(14.12) Bemerkung

Gegeben seien zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren

o)
c
=
[N
(ont}

S
>
oy
Il
o)
o

Dann gibt es genau einen Skalar A €IR mit der Eigenschaft a

Beweis:

(o)
0
>
I

i(1d)=3a-b o A(3i-d)=3-

(14.13) Definition

Gegeben seien zwei Vektoren @ und b . Der Vektor @ sei vom Nullvektor verschieden.

a-

Slory

Dann heif3e der Vektor Ba 1= d Projektion des Vektors b auf den Vektor @ .

m‘

Wir tiberpriifen, dass der so konstruierte Projektionsvektor die gewiinschten Eigenschaften hat:

(14.14) Bemerkung
Gegeben seien zwei Vektoren @ und b . Der Vektor @ sei vom Nullvektor verschieden. Dann gilt:
(1) a ~Ba =3b [Die erste Komponente liefert das volle Skalarprodukt.]
) a (B - Ba) =0 [Die zweite Komponente tragt zum Skalarprodukt nichts bei. ]
Beweis:
m(l):  @b,=a]2P3|=20Ga)=5b
a a
wm(@): a(b-b,)=a-b—ab=ab—ab=0

-

Der Vektor B—B ist die zweite ,,orthogonal zum Vektor a “ angeordnete Komponente des Vektors b . Je kiirzer
dieser Vektor ist, desto weniger miisste der Betrag des Skalarprodukts a-b von dem maximal moglichen Wert

||a]]- ||B|| abweichen. Wir schitzen seinen Betrag ab; er hat mindestens den Wert 0:

0<[b—b,|
o 0<b-bJf o 0=(B-5)(3-5)
- 7 S - - T2
o 0s=(b-2Pg)(5-2Ly o 0s=b-25-20g4 3Dy
a a a a
- T2 - T2 - T\2
& Os*bz—z(aj’) +(a#‘§>) o OSBZ—(aj)
a a a
o  0<3b’—(3-b) o (3-b)<d b’
e [3-bf <|E]>blf e [a-bl |3l
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Das ist die gewiinschte Relation, die die Definition des Winkelbegriffs absichert; sie hat einen berithmten Namen:

(14.15) Satz ,.Cauchy-Schwartzsche Ungleichung*

-

Fiir je zwei Vektoren @ und b gilt:
(1) [a-bl<l|a]l-[/bl

) |3-b|=||-||b|| trifft genau dann zu, wenn die Vektoren @ und b linear abhiingig sind.

Beweis:
Es ist nur noch der zweite Teil nachzuweisen. Aus der vorangehenden Aquivalenzkette folgt:

- b|=|[a]|-|b]l = 0=|b-bJ| = O=b-b, = b=b,
Da der Vektor Ba ein reelles Vielfaches vom Vektor @ ist, gilt auch die Behauptung (2).

Offenbar bleiben die Aussagen auch richtig, wenn es sich bei 3 oder b um den Nullvektor handel.

Bei den letzten Umformungen im vorangehenden Beweis wird verwendet, dass der Betrag eines Vektors genau dann 0
ergibt, wenn es sich um den Nullvektor handelt. Wir halten diesen Sachverhalt zusammen mit zwei weiteren Rechen-
regeln flir den Betrag von Vektoren gesondert fest. Beachte auch die ergéinzende Ubung 14.8!

(14.16) Rechenregeln fiir den Betrag von Vektoren

4 und B seien Vektoren, A eine reelle Zahl; dann gilt:
()  |E|l=0 o a=0

) [Ivall=[r[-lla]l , insbesondere ||—al|=(|a]l
3) |2 +b] < |a]|+]b]] (,,Dreiecksungleichung*)
4) la—bl = |l&]-/bll | (,,Folgerung aus der Dreiecksungleichung®)

Beweis zu (1):
|al|=va-a=+aj+aj+a’
Eine Summe von Quadraten ist genau dann null, wenn jeder Summand verschwindet.
Beweis zu (2):
I &l=V27 a7+ 272} + 2723 =A% (a] + ] +a]) = [A|V a] + a} +a]=[A|-[[d]
Beweis zu (3):
[a+b] < [la]l+bll

¢t ¢ 8 0O

)<Ii&|- 15| (vgl. Cauchy-Schwartzsche Ungleichung)
Beweis zu (4):
||5||=||(5—5)+B|| < [a-bll+lbl = [@l-lbl < la-bl ) )
Gilt nun ||3]|=]|b|| , so diirfen Betragsstriche gesetzt werden: [IEll—1ll | < |la—Dbll
Gilt ||3||<||b]| , so liefern die bisherigen Uberlegungen zunichst: ||b||—|[3]| < ||b—&||
Da aber linksseitig ||b]| —|[a||=] ||3]|—||b]| | und rechtsseitig ||b—a||=||—(&—b)|=[a—b| gilt,
folgt auch in diesem Fall Lall—bll | < |[E—b] .

Anmerkung: Die Dreiecksungleichung besagt, dass in einem Dreieck die Lénge - —-
einer Seite hochstens so grof} sein kann, wie die die Summe der Léngen der b b
anderen beiden Seiten. In ihrer Formulierung wird benutzt, dass ein Dreieck -

immer mit Hilfe zweier Vektoren und ihrer Summe dargestellt werden kann.
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Mit etwas mehr Aufwand erhalten wir auch Rechenregeln fiir Winkel:

(14.17) Rechenregeln fiir Winkel zwischen Vektoren

3 und b seien Vektoren, A eine reelle Zahl; dann gilt:
(1) +(3;b)=<x(b;3)

2) <I(7»?a’;l_;;): <I(a;b2 . , falls A >0
180°—<(3;b) ,fallsi<0
©) <(@:d+b)+<(@+bib)=% (a; B) [Winkelsummensatz / AuBlenwinkelsatz]

Beweis zu (1):  trivial

Beweis zu (2):  Verwende die fiir a €[0°; 180°] giiltige Beziehung —cos(a) = cos(180° — o)

Beweis zu (3):  Verwende das Additionstheorem cos(a + ) = cos(a)cos(p) — sin(a)sin(p) und die
Beziehung sin (arccos (z))= V1-27.

Der Winkelsummensatz fiir Dreiecke ist ein fundamentaler

Bestandteil der Euklidischen Geometrie. Wegen des Neben- - -

winkelsatzes ist er dquivalent zum sogenannten ,,Aulenwinkel- - a+b _b>

satz“: ,.Die Summe zweier Innenwinkel eines Dreiecks ist so b

groB3 wie der gegeniiber liegende Aulenwinkel. R -
Es ist eine wichtige Bestétigung fiir unserer Theorieentwicklung, ; ;

dass der Winkelsummensatz auch fiir unseren analytischen
Winkelbegriff Bestand hat!

Der Beweis zu (3) erfordert algebraische Sorgfalt und Ausdauer. Er ist eine gute Ubung zum Umgang mit dem Skalar-
produkt und dem Betrag von Vektoren! Fiir ungeduldige Leser gibt es in einem Anhang zu diesem Paragraphen eine
Ausfithrung des Beweises.

In der Vorbereitung des Beweises zur Cauchy-Schwartzschen Ungleichung hatten wir das Verschwinden des Skalar-
produkts zum Anlass genommen, von einer ,,orthogonalen Anordnung® von Vektoren zu sprechen. Wir prézisieren:

(14.18) Bemerkung

d und b seien zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren; dann gilt: < (

o)
=
I
\O
S
[e]
o
oy
I
o

Beweis:
2(3;5)=90° < cos(«(3;b))=0 < a-b=0

Wir fiihren sogleich den offiziellen Begriff ein:

(14.19) Definition

Zwei Vektoren 3 und b heiBen orthogonal, wenn 3-b=0 gilt.

Der nichste Paragraph wird sich ausgiebig mit der Orthogonalitéit von Vektoren beschiftigen.

Eine weitere besondere Anordnung liegt vor, wenn der Winkel zwischen zwei Vektoren exakt 0° oder exakt 180°
betrdgt. Offenbar miissen sie dann linear abhingig sein; genauer gesagt:

(14.20) Bemerkung

3 und b seien zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren; dann gilt:
£(3;b)=0° o IrLeR mitb=13
2(3;b)=180° < ILER mitb=A7
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Beweis:

2(3;b)=0° v %(3;b)=180°
o cos(«(3;b))=1 Vv cos(x(3;b))=—1
< |cos({(§,_6))|=1

ab [_

[EIE
= [a-bl=[a] |ib]
A d und b sind linear abhiingig

A€R\[0] gibtmit b=213 .
Nun folgt der Reihe nach:

Das bedeutet, dass A=|A| und damit A€R" gelten muss.

Analog wird gezeigt, dass A€R™, falls < (X;y)=180° gilt.

Die letzte Aquivalenz liefert der Zusatz zur Cauchy-Schwartzschen Ungleichung (14.15).

Da 3 und b vom Nullvektor verschieden sind, sind sie genau dann linear abhéngig, wenn es einen Skalar

#(@;b)=0° = @-b=[Elb] = &-(d)=)allrdl = 1@ =&l .

Nachdem wir nun in der Lage sind, Streckenldngen und WinkelgroBen zu messen, kdnnen wir unsere Begriffsbildungen
in der Figurenlehre ein Stiick weiter vorantreiben. Wir beschranken uns hier auf Dreiecke. In einem der folgenden
Paragraphen werden wir auch noch einen analytischen Blick auf ebene Vierecke werfen.

(14.21) Definition

—_—

Gegeben sei ein Polygon (A, A,...A,), wobei n€N,n>3, mit den Seitenvektoren &,=A A, , fiir
I<i<n-lund 3 =A_A,.
Dann heifen die Winkel <«(d;,d,,,),1<i<n-1,und <(&,,a,) AuBenwinkel des Polygons und
die Winkel <«(—a;,a,,,),1<i<n-1,und <%(—3a,,3,) Innenwinkel des Polygons.
Ay Ay
Auflenwinkel
A, -
Innenwinkel a) _
A —a; A,
Die Langen der Seiten des Polygons sind bereits durch die Definitionen (7.1) und (14.2) erklart.

(14.22) Definition C
Im Modellraum heiBe ein Dreieck (ABC)
— rechtwinklig, wenn zwei seiner drei Seitenvektoren orthogonal sind. . -
— stumpfwinklig, wenn einer seiner drei Innenwinkel grofler als 90° ist. b a
— spitzwinklig, wenn alle drei Innenwinkel kleiner als 90° sind.
— gleichschenklig, wenn zwei Seitenvektoren den gleichen Betrag besitzen. A B
— gleichseitig, wenn alle drei Seitenvektoren den gleichen Betrag haben. c

In den Ubungen zu diesem Paragraphen werden klassische Erkenntnisse iiber Dreiecke, darunter die Satzgruppe des

Pythagoras, in den Modellraum iibertragen.
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MatheBellus IV — Analytische Geometrie

Anhang zum §14

Wir fithren hier den Nachweis des AuBBenwinkelsatzes in der Formulierung (14.17)(3).

Verwendet werden dabei folgende trigonometrische Identititen:
«  cos(a+ B) = cos(a)cos(B) — sin(a)sin(P)

«  sin’(a)+cos’(a)=1 = sin(a)=+1—cos’(a) Vae€[0°;180°]

«  sin (arccos (z)) =1 — cos’ (arccos (z)) =v1— 2

Wir mochten die Gleichung <«

Dazu zeigen wir, dass cos (< (

(a;
a;

2
a

cos(x(3;a+b)+«
= cos(<(3;a+Db)
i-(3a+b) (3+b

).

(32+3-b)-(3-b+1b?)

b)+<(a+b;b)=%(a;b) nachweisen.
)+« é’—i—g;g)):cos({(ﬁ;g)) gilt.
i-b
a1l

a-(d+b)

N

I&[112 +B]

1112 + bIF bl

) \/nanz||a+B||2—<aZ+a-B>2

I |1z + B

wa%n blF—(3-b+b°)’
|7 +

CIRIEY;

[ Beachte: [|a+b|f=(3+b)’=3’+2(3-b)+b" ]
_ a’(3-b)+3a’ b +(3-b)+(3-b)b’
]l [l +bIF Ifbl
- \/52(52+2(§ b)+b%)—((3%)*+23*(d-b)+(a B)Z)\/(52+2(§ b)+b6%) (b’ —((3-bF+2(5-b)b*+(b2)?)
[ElRESR |12+ bl ([P

a’b’—(3-b)

(@-B)+(E D)6 \/5252—( B
(BN WIE

a’(3-b)+3a’ b +(a-b)+(3-b

a
IaF {12 + b

b @b —(3b)

)

J

3]/ {/2 + bIF bl

3]/ 1[2 + bIF* bl

a’(3-b)+2(3-b)+(3-b)d>

@111z + bII* bl

(3-0)(@+2(3-0)+3)

I&]111 + bIF [1b]

131 1/2 + bIF bl
(a-b)
I[all bl

Das war zu beweisen!

(3-b)(+b)

2 + b1 [bIF

-

[ Beachte: 3°+2(3-b)+ b’ =(3+b) ]

[ Beachte: (3 +b)’=|ja+b|’]
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