MatheBellus IV — Analytische Geometrie

§10 Lineare Unabhéngigkeit in Vektorrdumen

Betrachten wir die Stiitzpunkte und Richtungsvektoren zweier windschiefer Geraden, die durch ihre Punktrichtungs—
gleichungen g: X=A+\1d und h: X=B+p¥ gegeben sind, so ist uns anschaulich sofort klar, dass sich keiner der
drei Vektoren AB, U,V durch die anderen beiden linear kombinieren lasst.

Das ist auch theoretisch richtig. Falls sich beispielsweise der Vektor AB durch die Vektoren @ und ¥ linear kombi-
nieren lieBe, gébe es Skalare o, f€R mit AB=a 1+ V . Dann folgte aber der Reihe nach:

AB=ai+pV » —A+B=al+p7v = B-Bpv=A+ai
Das bedeutete aber, dass die Geraden g und h im Widerspruch dazu, dass sie windschief sind, einen gemeinsamen Punkt
besiBen. Also ist die Annahme, der Vektor AB lieBe sich durch die Vektoren i und V linear kombinieren, falsch.

Die anderen beiden Kombinationsfille konnen wir auf den soeben behandelten zuriickspielen. Wiirde sich namlich der

Vektor i durch die Vektoren AB und ¥ linear kombinieren lassen, gibe es Skalare a,B€R mit G =a AB +BV.
Dabei kann nicht o = 0 gelten, weil sonst die beiden Vektoren i und V linear abhingig wiren. Also liele sich die

Gleichung wie folgt passend zum ersten Fall umstellen:

i=aAB4BV = Kﬁzéﬁ—

Q |

<!

Jetzt ist noch einmal klar geworden, warum eine Ebene nicht zwei windschiefe Geraden inkludieren kann, denn
andernfalls wiirde eine Ebene drei Richtungsvektoren besitzen kdnnen, von denen sich keiner durch die anderen beiden
linear kombinieren ldsst. Das widerspridche dem folgenden Satz:

(10.1) Satz

Sind a,b,¢ drei Richtungsvektoren einer Ebene e, so ist wenigstens einer der drei Vektoren eine Linear-
kombination der anderen beiden.

Beweis:

Ist einer der drei Vektoren, beispielsweise @ , von einem der anderen, beispielsweise b , linear abhéngig, so
gibt es ein B€lR mit a=p b . Daraus ergibt sich trivialer Weise mit a=B b+ 0c sofort die Behauptung.
Wir miissen daher den Satz nur noch fiir den Fall verifizieren, dass a,b,¢ paarweise linear unabhingig sind.
Sei nun A irgendein Punkt der Ebene e. Wenn wir die beiden Vektoren @ und b als linear unabhéngig
voraussetzen diirfen, dann ist gemaf3 Korollar (9.11)

X=A+1i+ub
eine Gleichung der Ebene e.

Nach Bemerkung (9.6) ist der Vektor € eine Linearkombination der Richtungsvektoren @ und b.

Anschaulich ausgedriickt, bedeutet der in Satz (10.1) formulierte Sachverhalt, dass es in einer Ebene keine drei
voneinander unabhéngige Richtungen geben kann. In diesem Sinne ist eine Ebene ein ,,zweidimensionales Gebilde*.
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Um diesen Sachverhalte fachlich einwandfrei zu erfassen und naheliegende Verallgemeinerungen (fiir den Raum)
vornehmen zu kdnnen, ist es notwendig, den Begriffsapparat geeignet zu erweitern. Das geschieht im Folgenden.

Zuerst erweitern wir den Begriff ,,Linearkombination®, der in Definition (6.3) nur fiir zwei Vektoren eingefiihrt wurde.

10.2) Definition

Gegeben seien n Vektoren 2, ...,d, , wobei n eine natiirliche Zahl sei.

Ein Vektor X heile Linearkombination der Vektoren 3,,...,3_, falls es Skalare A,,...,A,€R gibt, so dass
X=Ad,+...+r,d =20 A F, gilt
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Im zweiten Schritt werden die Begriffe ,,linear unabhéngig®™ und ,,linear abhidngig* erweitert, die in der Definition (6.1)
ebenfalls nur fiir zwei Vektoren erklért wurden.

(10.3) Definition

n Vektoren d,,...,3,, wobei n€IN, n>2, heillen linear unabhdingig, wenn keiner dieser Vektoren als

Linearkombination der iibrigen n — 1 Vektoren dargestellt werden kann; andernfalls heiflen die Vektoren linear
abhdngig.

Reprisentanten mit gemeinsamem Anfangspunkt zweier (dreier) linear unabhéngiger Vektoren spannen im Anschau-
ungsraum ein Parallelogramm (einen Spat') auf. So sind in der Zeichnung oben die Vektoren

aund b bund ¢ dund ¢ a,bund ¢
als linear unabhéngig anzusehen.

Die Vektoren 3,b,¢und X sind jedoch linear abhédngig, weil X als Linearkombination von a ,bund ¢ dargestellt
werden kann. Offenbar kann jeder der vier Vektoren, durch die iibrigen drei linear kombiniert werden.

Diese wechselseitige Kombinierbarkeit wird aber fiir das Zustandekommen von linearer Abhéngigkeit nicht verlangt;
die Definition fordert nur, dass sich wenigstens einer der Vektoren durch die iibrigen linear kombinieren lasst.

(10.4) Bemerkung

Ist einer von n Vektoren 3,,...,3, der Nullvektor, so sind die Vektoren linear abhéngig.

Beweis:
Sei 0.B.d.A. der Vektor @, der Nullvektor. Dann gilt:
4,=0d,+..+08 =2"_,04d,

1 Ein Spat ist eine rdumliche Figur, die aus sechs Parallelogrammen gebildet wird.
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Der Beweis der Bemerkung deutet an, dass sich Linearkombinationen immer ,,auf triviale Weise* ausbauen lassen.

10.5) Bemerkun

Sind die Vektoren d,,...,d, linear abhidngig, so sind auch die Vektoren eines jeden Satzes, der als Obermenge

die Vektoren a,,...,d, umfasst, linear abhéingig.
Beweis:
Sei {4,,...,d,,b;,...,b] mit k€N eine Obermenge von @,,...,3, .

-

Da die Vektoren @,,...,4d, linear abhingig sein sollen, gilt 0.B.d.A. &, =27, 1, d mit A, €R .

Esfolgt &, =3, A d,+ X, OBj . Also sind die Vektoren (d,,...,d,,b,,...,b,} auch linear abhingig.

Aus der Bemerkung (10.6) folgt, dass sich lineare Unabhéngigkeit auf Teilmengen von Vektoren ,,vererbt™:

(10.6) Bemerkung

Sind die n Vektoren 3,,...,3, linear unabhingig, so sind auch je k dieser Vektoren, k€N, 2 <k <n, linear
unabhéngig.

Beweis:
Wire eine Teilmenge der n Vektoren d,,...,d, linear abhéngig, so wiren geméf Bemerkung (10.5) die n
Vektoren @,,...,d, im Widerspruch zur Voraussetzung linear abhéngig.

Das Losungskonzept fiir Teilverhidltnis-Aufgaben hat gezeigt, dass lineare Unabhéngigkeit benutzt werden kann, um
Riickschliisse auf die Koeffizienten einer Linearkombination zu ziehen. Das zeigt auch auf anschauliche Weise die
nachfolgende Grafik:

«  Sind drei Vektoren 3 ,Bund ¢ linear unabhéngig, so kann aus ihnen der Nullvektor nur kombiniert werden,
wenn alle Koeffizienten gleich 0 sind.
e Sind drei Vektoren 3 ,Bund ¢ jedoch linear abhingig, weil sich beispielsweise der Vektor @ durch die

beiden anderen Vektoren bund & mit Hilfe von Skalaren o ,BER linear kombinieren ldsst, so kann sofort
eine weitere, nichttriviale Kombination des Nullvektors angeben werden.

\\O;+
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10.7) Satz (..Nullvektorkriterium fiir lineare Unabhingigkeit*

Endlich viele Vektoren d,,...,d,, n€IN, sind genau dann linear unabhéngig, wenn sich der Nullvektor nur
auf die triviale Weise [0=0%, +...+03d =>" 03] durch diese Vektoren linear kombinieren lasst.

Beweis:
= .

2

Seien die n Vektoren @,,...,d_ linear unabhéngig.

Angenommen, es géibe eine zweite nicht triviale Linearkombination des Nullvektors:
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O=2&,+...+A & =" Ad

i=1" i

Diese Kombination unterscheidet sich von der trivialen nur dann, wenn wenigstens ein Koeffizient, 0.B.d.A. A,

von 0 verschieden ist. Dann folgt aber iiber A, d,=—X,d,—...—A 3 =—2" L&,
- A A, A
a,=—--a,—...——a,=—) —a,
}\‘1 )\’1 i=2 7\‘1
Die Vektoren d,,...,d, wiren linear abhédngig, was der Voraussetzung widerspricht. Es kann also keine

zweite, nicht triviale Linearkombination des Nullvektors geben.

.,
ER) =

Wir gehen nun davon aus, dass der Nullvektor aus den Vektoren @,,...,d, nur auf die triviale Weise
kombiniert werden kann.

Angenommen, die Vektoren wiren dennoch linear abhéngig. Dann kann 0.B.d.A. der Vektor @, durch die
iibrigen linear kombiniert werden:

-

o o -~ _<n
a,=Ad,+...+A d =27 A4,

Wie wir sehen, kann durch Umstellen der Gleichung sofort eine Linearkombination des Nullvektors hergestellt
werden, die sich wenigstens im ersten Koeffizienten von der trivialen unterscheidet. Das widerspricht der
Voraussetzung. Die Vektoren miissen linear unabhéngig sein.

Dass sich der Nullvektor durch linear unabhéngige Vektoren nur auf die triviale Weise linear kombinieren lésst, hat
weitreichende Konsequenzen:

(10.8) Korollar

Gegeben seien n Vektoren d,,...,3

N
Sind diese Vektoren linear unabhédngig, so kann jeder Vektor, der eine Linearkombination der Vektoren
a,,...,a, ist, nur auf eine einzige Weise durch die Vektoren @,,...,d, linear kombiniert werden.

Beweis:

Angenommen es gibe einen Vektor X , der auf zwei Weisen durch die Vektoren 3,,...,3, linear kombiniert
werden kann:

X=20 A8,=2" wd mit A, ..., A, ly,..., h, €ER, A #p, fiir mindestens fiir einen Index i
Durch Subtrahieren folgt daraus:

0= > (A —p)d mit A, —p,#0 fiir mindestens fiir einen Index i

Im Widerspruch zur Voraussetzung wiren die Vektoren @,,...,3  linear abhidngig! Die Annahme ist falsch.

Wird ein Vektor durch linear abhéingige Vektoren kombiniert, kann dagegen nicht auf die Eindeutigkeit der Darstellung
geschlossen werden, da diese sich durch Hinzuaddieren von nicht trivialen Linearkombinationen des Nullvektors
abédndern lésst.

In der vorangehenden Grafik sind die Vektoren a ,bund ¢ linear abhingig. Es gilt: X=L13a+pu b+ad+ B b+ y¢
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Linear unabhdngige Vektoren haben also die besondere Eigenschaft, dass ihre Linearkombinationen eindeutig sind. In
Anwendungsaufgaben wird deswegen oft (so wie in Beispiel (8.3) geschehen) dazu ilibergegangen, alle Vektoren, die
betrachtet werden, durch einen Satz linear unabhéngiger Vektoren darzustellen.

Konnen alle Vektoren einer Vektormenge durch einen Satz linear unabhéngiger Vektoren dargestellt werden, wird
dieser Satz von linear unabhingigen Vektoren (unter gewissen weiteren Voraussetzungen, die an die Vektormenge
gestellt werden) ,,Basis* der Vektormenge genannt. Bevor eine offizielle Definition des Begriffs ,,Basis® verfasst
werden kann, sind noch ein paar Abklirungen vorzunehmen. Die erste Abkldrung betrifft unseren Modellraum R’ .

X
P=(x;y;2) P=|y
VA

LomE

Punktraum R’ Vektorraum R’

Als Menge aller Tripel reeller Zahlen kann der IR® einerseits als algebraisches Modell der Gesamtheit aller Raum-
punkte aufgefasst werden, wobei in unserer Anschauung jedes Zahlentripel iiber ein kartesisches Koordinatensystem
mit einem Raumpunkt P identifiziert wird: P = (x; y; z)

Als Menge aller Tripel reeller Zahlen kann der IR’ andererseits auch als algebraisches Modell der Gesamtheit aller
Vektoren aufgefasst werden, wobei in unserer Anschauung jedes Zahlentripel mit einer (den gesamten Punktraum

X
erfassenden) Verschiebung identifiziert wird: P=|y

V4

Die Verbindung zwischen diesen beiden Interpretationen des IR* liefert der Begriff ,,Ortsvektor :

X
*  Zujedem Punkt (x;y; z) ist |y| der einzige Vektor, der den Ursprung auf den Punkt (x; y; z) abbildet.

z
X

* Zujedem Vektor |y| istder Punkt (x; y; z) der einzige, auf den der Vektor den Ursprung abbildet.
z

In der Auffassung als Punktraum hat der IR’ eine geometrische und topologische Struktur, in der Auffassung als
Vektormenge hat er eine algebraische Struktur, die durch das Vorhandensein der Vektoraddition und der Skalar-
multiplikation sowie der GesetzméaBigkeiten erzeugt wird, die diesen Verkniipfungen zu eigen sind.

Diese algebraische Struktur ist so charakteristisch, so pragend, dass in der Mathematik jede Menge, die diese algebra-
ische Struktur aufweist, ,,Vektorraum* genannt wird, auch wenn ihre Objekte keine Translationen des Modellraums
sind.

Nur um ein ,,Blitzlicht” in die Welt der Vektorrdume zu werfen, sei erwéhnt, dass die Menge aller in Gramm notierten
Gewichtsangaben {x [g] | x€R} , versehen mit der Addition von Gewichtsangaben und der Multiplikation von
Gewichtsangaben mit reellen Zahlen, einen Vektorraum im Sinne der unten folgenden Definition (10.9) bilden:

Vektoraddition: 36g+87g=123¢g
Skalarmultiplikation: 7-25g=175¢g
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10.9) Definition

Gegeben sei eine nichtleere Menge von Objekten V.

In der Menge V sei eine ,,Addition” erklart, das heift, es gebe eine Zuordnung ,,+, die je zwei Elementen
u, VEV genau ein Element w€ V zuordnet, das dann mit ,,u + v* bezeichnet wird.

Diese Addition erfiille folgende Gesetze:
(1)  Kommutativgesetz: utv=v+u Yu,veV
(2)  Assoziativgesetz: u+v)+w=u+(v+w) Vu,v,weV
(3)  Existenz eines neutralen Elements: 3n€V mit der Eigenschaft u+n=u VueV
(4)  Existenz der inversen Elemente: VY u€V I veEV mitder Eigenschaft u+v=n

AuBlerdem sei fiir die Elemente der Menge V eine Multiplikation mit reellen Zahlen erkldrt, das heifit, es gebe
eine Zuordnung ,,-“, die jedem Element u€V und jeder reellen Zahl A €IR genau ein Element weV
zuordnet, das dann mit A-u bezeichnet wird. Die reellen Faktoren werden ,,Skalare” genannt.

Diese ,,Skalarmultiplikation‘ erfiille folgende Gesetze:

(5)  Gesetz der Einheit: l'u=u YueVv

(6)  Gemischt-assoziatives Gesetz: Apuw)=Rpu Vi,ueR, Vuev
(7)  Distributivgesetz fiir Skalare: Aut+tv)=Au+iv VAER, Vu,vev
(8)  Distributivgesetz fiir Elemente: (A + u)-u=Au+p-u VA,u€R, YVuev

Sind vorgenannten Bedingungen ausnahmslos erfiillt, so wird die mit der Addition ,+“ und der Skalar-
multiplikation ,,-* ausgestattete Menge V reeller Vektorraum genannt. Ihre Elemente heillen Vektoren.

Es ist offenkundig, dass der IR’ in seiner Interpretation als Vektormenge das Vorbild fiir diese allgemeine Definition
des Vektorraumbegriffs abgegeben hat. Die im IR® definierte Vektoraddition und die im IR’ definierte Skalarmulti-
plikation erfiillen genau die Gesetze, die fiir einen Vektorraum im allgemeinen Sinne konstituierend sind. Wir sprechen
daher zukiinftig vom ,,Vektorraum IR?® . wenn wir den IR® nicht als Punkt-, sondern als Vektormenge interpretieren.

Die Uberlegungen, die wir fiir den IR® angestellt haben, konnen uneingeschrinkt auf den IR* | die Menge aller reellen
Zahlenpaare, iibertragen werden. Der IR’ ist einerseits eine Punktmenge, die mit Hilfe eines kartesischen Koordinaten-
systems geometrisiert werden kann; andererseits ist er ein ,reeller Vektorraum* im Sinne der Definition (10.9). Im
Unterschied zum R’ finden die Veranschaulichungen seiner Objekte nicht im Euklidischen Anschauungsraum,
sondern in der Euklidischen Anschauungsebene statt.

Wir kdnnen sogar noch einen Schritt weitergehen und die Menge der reellen Zahlen IR selbst als ,reellen Vektorraum®
begreifen. Jede reelle Zahl kann einerseits als Punkt auf einer gedachten Zahlengeraden oder andererseits als Vektor,
der alle Zahlen auf der Zahlengeraden verschiebt, interpretiert werden. Neben der gewdhnlichen Addition reeller Zahlen
gibt es im ,,Vektorraum* R die gewohnliche Multiplikation reeller Zahlen, die, als Skalarmultiplikation interpretiert,
alle geforderten Gesetze einhélt.

Tatsdchlich kennt die Mathematik noch unzihlige weitere wichtige Beispiele fiir reelle Vektorrdume, auf die wir hier
nicht weiter eingehen wollen. Stattdessen kiimmern wir uns nun, wie oben angekiindigt, um den Begriff ,,Basis®.

10.10 Definition
Gegeben sei ein Vektorraum V mit seiner Addition ,,+“ und seiner Skalarmultiplikation ,, .

Ein Satz von Vektoren BCV heifit Basis des Vektorraums, wenn jeder Vektor vEV auf genau eine Weise
durch Vektoren aus B linear kombiniert werden kann. Die Vektoren aus B heillen Basisvektoren.

Wir konnen sofort anmerken, dass Vektoren linear unabhéngig sein miissen, um eine Basis zu bilden, weil andernfalls
die mit ihnen gebildeten Linearkombinationen nicht eindeutig sind.

10.11 Bemerkun
Bildet ein Satz B von Vektoren eine Basis eines Vektorraums V, dann sind die Basisvektoren linear unabhingig.

Mit der Bildung der Begriffe ,,Basis* und ,,Basisvektoren* kehren wir aus der allgemeinen Vektorraumtheorie zuriick in
unseren Modellraum RR* .
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Es stellt sich die Frage, welche weiteren Bedingungen zu erfiillen sind, damit ein Satz von Vektoren des IR’ eine Basis
des R® bilden. Um einen Ansatzpunkt fiir diese Untersuchung zu finden, beginnen wir mit einem

(10.12) Beispiel

1} (0} (O
Die drei ,.kanonischen Einheitsvektoren® ||,|1],|0| bilden eine Basis des IR* .
0/ {0/ {1
Beweis:
Offenbar sind die Vektoren linear unabhingig.
X Xy 1 0 0
Sei X=|x,| irgendein Vektor des IR* . Dann gilt %= X, |=X1|0]+% | 1|+x5]0
X, X, 0 0 1

Also kann jeder Vektor durch die drei gegebenen linear kombiniert werden.

Wir werden nun zeigen, dass drei linear unabhiingigen Vektoren immer eine Basis des IR® bilden. Dreh- und Angel-
punkt in dieser Uberlegung ist der in jedem Vektorraum V giiltige Austausch-Satz von Steinitz.

(10.13) Austausch-Satz von Steinitz

Gegeben seien in einem Vektorraum V die Vektoren d,,...,3, , wobei n€eN .

AulBlerdem seien gleich viele (!) Vektoren _61 , ...,l;n gegeben, die allesamt Linearkombinationen der Vektoren
a,,...,3a, sind. Unter diesen Voraussetzungen gilt:

Sind die Vektoren Bl,...,gn linear unabhédngig, so kann jeder Vektor, der eine Linearkombination der
Vektoren @,,...,d, ist, auch durch die Vektoren b,,...,b, linear kombiniert werden.

-

Offenbar ist unter den Voraussetzungen des Austauschsatzes jede Linearkombination der Vektoren Bl yeees Dy
automatisch auch eine Linearkombination der Vektoren d,,...,d, , weil ja jeder Vektor B,- durch die Vektoren
d,,...,a, kombiniert werden kann. In dieser Richtung ist die Ubertragung der Fihigkeit, Vektoren zu ,.erzeugen®,
nicht sonderlich bemerkenswert. Die Bedeutung des Satzes liegt vielmehr in der Angabe von Bedingungen, unter denen
»erzeugte Vektoren zu ,.erzeugenden® werden!

Beweisskizze zum Austausch-Satz:
Gelte b,=A,3,+... +A, 3, .
Da _61 nach Bemerkung (10.4) nicht der Nullvektor sein kann, muss mindestens einer der Skalare A, von 0

verschieden sein. O.B.d.A. nehmen wir an, es ist A, . Dann kann die Gleichung durch A, dividiert und nach
4, aufgeldst werden:

4, ist also eine Linearkombination der Vektoren b, @,,...,3, .

Also konnen alle Vektoren, die Linearkombinationen der Vektoren @,,...,d sind, auch durch die Vektoren
b, d,,...,a, ausgedriickt werden. Das gilt insbesondere fiir den Vektor b, :

-

by=p, b+, a,+.. +p,d,
Jetzt muf3 mindestens einer der Vorfaktoren p,,...,u, von O verschieden sein, sonst wiirde Bzzul B] gelten,

was der vorausgesetzten linearen Unabhéngigkeit der Vektoren _‘t;l ,...,Bn widerspriache. O.B.d.A. nehmen wir
an, es sei |1, . Dann kann die Gleichung durch p, dividiert und nach @, aufgelost werden:

4, ist also eine Linearkombination der Vektoren b, b,,3; ...,a

Also konnen alle Vektoren, die Linearkombinationen der Vektoren @,,...,3, sind, auch durch die Vektoren
b, b,,d; ...,a, kombiniert werden.

Offenbar kann der Austausch-Prozess fortgesetzt werden, bis alle Vektoren @, durch die Vektoren Bi ersetzt
worden sind, ohne dass die Féhigkeit, bestimmte Vektoren erzeugen zu kénnen, verloren geht.
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10.14) Korollar

Je drei linear unabhéngige Vektoren a ,B ,¢ des R® bilden eine Basis des R’ .

Beweis:
1\ (0| (O

Da die drei Vektoren ||,[1],|0| eine Basis des IR® bilden, kénnen mit ihrer Hilfe alle Vektoren des R?,
0/ |0/ |1

insbesondere die Vektoren a,B,E linear kombiniert werden. Auf Grund des Austausch-Satzes ist dann aber
auch jeder Vektor des IR* eine Linearkombination von @ ,b,¢ .

Da die Vektoren 3 ,b,¢ linear unabhéngig sind, sind ihre Linearkombinationen eindeutig.
Mehr als drei Vektoren sind fiir eine Basis des IR® zu viel. Wegen Bemerkung (10.5) geniigt folgende Begriindung:

10.15) Korollar

Vier Vektoren des IR* sind immer linear abhiingig.

Beweis:
Angenommen es gibe vier linear unabhingige Vektoren a ,_6 ,¢ ,(_i im R?; dann miissen nach Bemerkung
(10.6) auch die Vektoren d,b,¢ linear unabhéngig sein.

Nach Korollar (10.14) kann dann aber schon jeder Vektor des IR® durch die Vektoren 3 ,B , ¢ kombiniert
werden, insbesondere also auch Vektor d . Widerspruch!

Weniger als drei Vektoren reichen nicht aus, um eine Basis des IR® zu bilden:

10.16) Korollar

Mit weniger als drei Vektoren kdnnen nicht alle Vektoren des IR* linear kombiniert werden.

Beweis:

Angenommen, es gibe zwei Vektoren U,V , mit denen alle Vektoren des R’ linear kombiniert werden
konnen.

Seien weiterhin 3@ ,B , ¢ drei linear unabhéngige Vektoren. Die Existenz ist gemifB Beispiel (10.12) gesichert.
Dann sind nach (10.6) auch die beiden Vektoren a,b linear unabhéngig.

Laut Annahme sind die Vektoren a ,B Linearkombinationen der Vektoren i, V. Aus dem Austausch-Satz

(10.13) folgt, dass jeder Vektor (wie durch die Vektoren i, V) auch durch und die Vektoren a ,B kombiniert
werden kann. Das muss dann aber auch fiir den Vektor ¢ gelten, was im Widerspruch zur vorausgesetzten der
linearen Unabhéngigkeit der Vektoren @ ,b,¢ steht. Die Annahme ist falsch!

Die drei Korollare lassen sich wie angekiindigt zusammenfassen :

(10.17) Theorem

Ein Satz von Vektoren d,,...,3
unabhéngig sind und n=3 ist.

ist genau dann eine Basis des IR’ , wenn die Vektoren d,,...,3, linear

n n

Es kann {ibrigens allgemein gezeigt werden, dass die Anzahl von Basisvektoren in jedem Vektorraum, der eine endliche
Anzahl von Basisvektoren besitzt, eine Invariante ist (Vorsicht: Es gibt auch Vektorrdume mit unendlich vielen
Basisvektoren!). Infolge dieser Uberlegungen wird diese Anzahl gewdhnlich als ,,Dimension des Vektorraumes
definiert. In diesem Sinne besitzt der Vektorraum IR*® die Dimension 3.

Offenbar muss nicht niiher erliutert werden, dass die Modellebene IR* die Dimension 2 und die Zahlengerade R'=IR
die Dimension 1 besitzen.
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In dem néchsten Satz wird geklart, wie Mengen von linear unabhéngigen Vektoren erweitert werden kdnnen, ohne dass
die lineare Unabhéangigkeit verloren geht. Damit ist auch ein Rezept gegeben, wie Basen von Vektorrdumen konstruiert
werden kdnnen.

(10.18) Theorem

Sind in einem Vektorraum V die Vektoren @,,...,3,, wobei n€IN, linear unabhingig und ist b ein Vektor,

der sich nicht durch die Vektoren @,,...,d, kombinieren ldsst, so sind die Vektoren b.3 \s...,a, cbenfalls
linear unabhéngig.

Beweis:

Wir nehmen an, die Vektoren b,a,,...,d, seien trotz der gegebenen Voraussetzungen linear abhéngig. Dann

lieBe sich einer von ihnen durch die anderen linear kombinieren. Da das fiir den Vektor b nach Voraussetzung
nicht moglich ist, miisste sich dieser linear kombinierbare Vektor unter den Vektoren @,,...,3a, befinden.

0.B.d.A nehmen wir an, dass dieses der Vektor @, sei. Dann gibe es folglich Koeffizienten w, ...,pu, mit der
Eigenschaft

51=H1b+”2§'2+3---3+“n5n

In dieser Darstellung des Vektors @, diirfte der Skalar p, nicht gleich null sein, weil andernfalls die Vektoren
a,,...,a, im Widerspruch zur Voraussetzung linear abhéngig wéren.

Das ermdglichte aber die Auflésung der Vektorgleichung nach Vektor b und es ergidbe sich daraus ein
Widerspruch zur Voraussetzung, dass b nicht kombiniert werden kann.

Die Behauptung des Satzes muss also richtig sein.

Wir demonstrieren die Konstruktion einer Basis des IR® an einem Beispiel.

10.19 Beispiel

2 2 0
Die drei Vektoren | 1 |,{—11,|3]| bilden eine Basis des IR*.
-3 4 1

Nachweis:
Offensichtlich sind die ersten beiden Vektoren linear unabhingig.

GemilB Theorem (10.18) ist nur noch zu zeigen, dass sich der dritte Vektor nicht durch die ersten beiden
kombinieren ldsst. Wir betrachten daher den folgenden Ansatz:

0 2 2
3|=A 1 |+p|-1
1 -3 4
Wir versuchen, das zugehdrige lineare Gleichungssystem zu 16sen:
(1) 2A+2u=0 < =—n
2) A-p=3
[(3) 3A+4p=1]
()—>@) —u-p=3 S A )
@ =1  r=3 )
@,5—>0@) -33+4(-3)=1 o —F=1 [falsch!]

Das Gleichungssystem ist nicht 16sbar; der dritte Vektor ist keine Linearkombination der ersten beiden.

Um einem verbreiteten Missverstindnis vorzubeugen, sei angemerkt, dass der Vektorraum IR* kein ,,Teil** des Vektor-
raums IR’ ist. Zahlenpaare sind nun einmal keine Zahlentripel!

Dennoch haben wir natiirlich die Vorstellung, dass die Modellebene in irgendeiner verniinftigen Weise in den Modell -
raum eingebettet werden konnen miisste.
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Wenn wir den Modellraum mit einem kartesischen Koordinatensystem betrachten, wird uns schnell klar, dass die
Modellebene genauso gut als 2-3-Ebene oder 1-3-Ebene vorstellbar wire wie als 1-2-Ebene. das heift aber, jede Ebene
im Modellraum miisste eigentlich den IR* im IR’ reprisentieren ...

Dass das so ist, sollen die folgenden Uberlegungen zeigen. Zunichst definieren wir in groftmaoglicher Allgemeinheit:

(10.19) Definition
Gegeben sei ein reeller Vektorraum V mit seiner Addition ,,+* und seiner Skalarmultiplikation ,, .

Eine Teilmenge von Vektoren U heilit Untervektorraum von V, wenn U beziiglich der beiden Verkniipfungen
abgeschlossen ist, das heifit, alle Linearkombinationen von Vektoren aus U wieder einen Vektor aus U liefern.

Natiirlich sind alle Gesetze fiir die Addition und Skalarmultiplikation auch in einem Untervektorraum giiltig, weil sie im
umfassenden Vektorraum V giiltig sind. Denken wir uns die Restmenge V \ U weg, so ist U ein eigensténdiger Vektor-
raum.

Nach dieser gedanklichen Vorbereitung gelangen wir zu iiberraschenden Ergebnissen (siehe auch Ubung (10.3)).

10.20 Satz
Gegeben sei in unserem Modellraum R* eine Gerade g durch eine Punktrichtungsgleichung X = A+LT.
Dann bildet die Menge der Richtungsvektoren von g einen Untervektorraum U des R® .

Der Richtungsvektor i der Geraden g bildet eine Basis des Untervektorraums U. Der Untervektorraum U hat
daher die Dimension 1.

Beweis:

Als Richtungsvektor aus der Gleichung von g, darf der Vektor u nicht der Nullvektor sein.

u
In der Bemerkung (5.6) haben wir festgestellt, dass ein Vektor Vv
g ist, wenn er ein skalares Vielfaches des Vektors U ist.

genau dann ein Richtungsvektor der Geraden

-

Die skalaren Vielfachen des Vektors 1 sind aber alle Linearkombinationen, die mit dem einzigen Vektor U
gebildet werden konnen. Also erfiillt U die in Definition (10.19) formulierte Bedingung fiir einen Unter-
vektorraum.

Eigentlich ist schon alles Erforderliche gesagt, aber zur Verdeutlichung der Erfiillung der Vektorraumaxiome
merken machen wir folgende Ausfiihrungen:

(1) Die Summe zweier Richtungsvektoren V, und Vv, ist wieder ein Richtungsvektor von g:
VitV,=A0+A, u=(A +A,) 1
(2) Ein reelles Vielfaches eines Richtungsvektors Vv ist wieder ein Richtungsvektor von g:
pv=p(Ad)=(pa)u
Mit p =-1 ist insbesondere der Gegenvektor eines Richtungsvektors wieder ein Richtungsvektor von g.
Mit p = 0 ist auch der Nullvektor ein Richtungsvektor von g.

(3)Die Giiltigkeit aller Strukturgesetze (Kommutativgesetz, Assoziativgesetz etc.) ist gesichert, da ja alle
Richtungsvektoren von g Vektoren des Vektorraums IR’ sind, in dem die Strukturgesetze gelten.

Wenn wir die Richtungsvektoren einer Geraden g als Ortsvek-
toren interpretieren und die zu den Ortsvektoren gehdrenden
Punkte betrachten, erhalten wir eine Parallele, die durch den
Ursprung verliuft.

Ist die Gerade g selbst schon eine Ursprungsgerade, dann ist sie
mit dem Vektorraum der Richtungsvektoren identisch.
Offenbar stellen die Ursprungsgeraden die eindimensionalen
Untervektorrdume des IR® dar. Weil es davon unendlich viele
gibt, existieren unendlich viele Einbettungen des Vektorraums
R'=IR in den Vektorraum R*.

Vektorraum der
Richtungsvektoren
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