MatheBellus IV — Analytische Geometrie

§9 Ebenen im Modellraum

Eine Gerade stellen wir uns als eendlose, unendlich diinne,
nicht gekrimmte Linie vor, deren Punkte wie bei einer
Perlenkette (allerdings ohne Unterbrechungen, also konti-
nuierlich!) aufeinander folgen, nie aber in Paaren oder
Griippchen ,,nebeneinander liegen. Eine Gerade hat zwar
eine unendliche longitudinale, aber keine laterale (seit-
liche) Ausdehnung; sie idealisiert unsere Vorstellung von
einem ultrafeinen Lichtstrahl.

Analog dazu stellen wir uns eine Ebene als eine endlose,
unendlich diinne nicht gewdlbte, ,,beulenfreie Flache vor,
deren Punkte nun zwar auch seitlich nebeneinander, nicht
aber ,jiibereinander liegen diirfen. Eine Ebene hat in
unserer Vorstellung eine unendliche longitudinale und late- o
rale, aber keine vertikale Ausdehnung.

So wie wir in §5, ausgehend von unserer Anschauung, mit vektoriellen Mitteln Modelle von Geraden im Modellraum
IR’ erschaffen haben, werden wir nun, ebenfalls von unserer Anschauung ausgehend, Modelle von Ebenen erschaffen.
Unter anderem wird dadurch auch nachtréglich die Unterscheidung zwischen ebenen und nicht ebenen Vierecken auf
eine solide allgemeine Grundlage gestellt (Zur Erinnerung: Vierecke wurden provisorisch als ,,eben® definiert, wenn
ihre Diagonalengeraden nicht windschief sind, sondern sich in genau einem Punkt schneiden oder parallel verlaufen).

Dreiecke sind nach unserer Anschauung immer ,,eben®. Unsere Alltagserfahrung sagt uns, dass ein dreibeiniger Hocker
nicht wackeln kann, wohingegen ein vierbeiniger Tisch fast immer wackelt, weil entweder der Fuboden ,,uneben‘ ist
oder die vier Fiile der moglicherweise unterschiedlich langen Tischbeine ,,nicht in einer Ebene liegen®.

Aus unserer Anschauung iibertragen wir daher in
die Modellbildung, dass drei nicht kollineare Punkte
A, B und C cine Ebene definieren sollen. Wihlen
wir 0.B.d.A. den Punkt A als Stiitzpunkt der Ebene,
so erhalten wir die anderen beiden Punkte durch
eine von A ausgehende Bewegung:
B=A+AB und C=A+AC

Unsere Anschauung nach verlaufen diese Bewe-
gungen innerhalb der gedachten Ebene und
verlassen diese auch nicht, wenn wir sie verldngern,
verkiirzen, umkehren oder kombinieren. Wir sollten
also immer einen Ebenenpunkt X erhalten, wenn
wir, ausgehend vom Stiitzpunkt A, die beiden
Bewegungen linear kombinieren, das heifit, mit
reellen Skalaren A und p den Ortsvektor wie folgt
bilden:

X=A+LAB+u AC
Im Fall A = p =1 wird, wie wir wissen, das Dreieck
zu einem (ebenen) Parallelogramm ergénzt.

9.1) Definition

Seien A, B und C drei nicht kollineare Punkte des Modellraumes.
Dann hei3e die Punktmenge
ABC:=(XeR’ | 31,peRmit X=A+X AB+ pAC)
FEbene durch die Punkte A, B und C.
Die Gleichung X=A+1LAB+ p AC heiBe Punktrichtungsgleichung der Ebene ABC.
Anstelle von ABC:={XeR® | 3A,peRmit X=A+X AB+p AC| schreiben wir zukiinftig kurz
ABC:X=A+1AB+pAC .
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Um die Tragfahigkeit dieser vektoriell-analytischen Definition des Ebenenbegriffs zu erkunden, fiihren wir eine
,Punktprobe“ durch. Es handelt sich um die Grundaufgabe, fiir einen Punkt P die Zugehorigkeit zu einer Ebene zu
iiberpriifen, die durch drei Punkte A, B, C festgelegt ist.

(9.2) Beispiel ,,Punktprobe‘
Gegeben ist das Dreieck (ABC) mit A =(-2;3;2),B=(6;1;4),C=(1;3;-1).
Priife, ob der Punkt P = (4; 2; 1) zu der von A, B und C gebildeten Ebene gehort.

Losung:
Pe ABC
& Esgibt A,p€R , mit P=A+1AB+u AC
4 [=2 8 3
< Esgibt A,p€R mit [2|=| 3 |+A[=2|+1| 0
1 2 2 -3
8 3 6
< Esgibt A,pu€R mit A|—2|+pn| 0 |=[-1
2 -3/ -1

Wir 16sen das zugehdrige (iiberbestimmte!) Gleichungssystem:
[ (1) 8+3u=6]

@ = = =y @
(B) 2 —3pu=-1
@)—@G)  1-3u=-1 > u=r @
4),(5) = (1) 4+2=6 Die Aussage ist wahr.

Also gehort der Punkt P zu der durch die Punkte A, B und C definierten Ebene.

Wie bei Geraden hebt bei Ebenen der Name ,,Punktrichtungsgleichung® hervor, dass die Gleichung nicht symmetrisch
in A, B und C ist, sondern neben dem ,,Stiitzpunkt*“ A nur die ,,Richtungsvektoren* AB und AC zur Charakterisie-
rung der Ebenenpunkte verwendet. Diese beiden Vektoren sind iibrigens stets linear unabhéngig, weil die drei Punkte
A, B und C, die die Ebene definieren, als nicht kollinear vorausgesetzt sind.

(9.3) Bemerkung

Seien A ein Punktund U, V zwei linear unabhidngige Vektoren. Dann ist die Punktmenge
e:={XeR’ | 31, peERmit X=A+ATl+pV|,kurz geschrieben ¢: X=A+AT+p 7,
eine Ebene im Sinne der Definition (9.1).

Beweis:
Seien die Punkte B und C definiert durch ihre Ortsvektoren: B:=A+d bzw. C:=A+7
Da iU und V linear unabhéngig sind, konnen A, B und C nicht kollinear sein. Offenbar ist e = ABC.

Wie bei Geraden kann die Punktrichtungsgleichung einer Ebene dazu verwendet werden, durch die Wahl von
Parameterwerten die Koordinaten von Ebenenpunkten zu produzieren. Weiterhin kann, wie wir im Beispiel (9.2)
gesehen haben, mit der Gleichung untersucht werden, ob irgendwelche Punkte des Raumes der beschriebenen Ebene
angehoren. Das folgende Kriterium ist beweistechnisch von groflem Nutzen:

(9.4) Lemma (..Richtungskriterium fiir Ebenenpunkte‘)
Sei e:X=A+rT+ pv  eine Ebene und P ein Punkt von e.

Dann gilt fiir jeden weiteren Punkt Q des Modellraums:

Q ist genau dann auch ein Punkt der Ebene e, wenn PQ eine Linearkombination von @ und V ist.
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Beweis :
Da P€e,gibtes Ap, up€R mit §=A+7\Pﬁ+upv.

=

.
ER) .

Seialso Q€e.

Dann gibtes A, , 1o €R mit Q=A+7\Qﬁ+pQ'\7.

Es folgt: PQ=-P+Q=—(A+h U+p, V) +A+A 0+ p, V=(hg—A,) T+ (ny—ptp) ¥
Gebe esalso o ,BE€R |, mit ﬁ@zaﬁ-ﬁ-ﬁv.

Danngilt  Q=P+PQ=(A+A, Gi+pu,¥)+at+pi=A+(h,+a)Ti+(u,+B)v
und damit Qee.

Der vorangehende Satz gibt Anlass zu folgender Begriffsbildung:

(9.5) Definition
Sei e:X = A-l—kﬁ-i—pv eine Ebene.

Ein Vektor W heiBt Richtungsvektor von e, wenn es zwei Punkte P, Q auf e gibt, sodass W = PQ gilt.

Fiir die Praxis ist die folgende Beschreibung handlicher:

9.6) Bemerkun
Sei e: X=A+kﬁ+p\7 eine Ebene.

Ein Vektor W ist genau dann ein Richtungsvektor von e, wenn er eine Linearkombination von @ und V ist.

Beweis:
»= "

Es gibt also zwei Punkte P, Q auf e mit W= PQ.

GemiB Satz (9.4) ist W eine Linearkombination der Vektoren @ und V .
Sei W eine Linearkombination der Vektoren 4 und V.

Dann ist Punkt B, gegeben durch B= A +W , so wie A ein Punkt der Ebene e und W=—A +B= AB.

Wie nach der Einfiihrung der Geraden ist auch nach der Einfilhrung von Ebenen zu priifen, ob die von uns definierten
Objekte den Anforderungen der Anschauung standhalten. Fraglich ist ndmlich, ob die Punktmengen, die durch eine
Punktrichtungsgleichung beschrieben werden, tatséchlich folgende Eigenschaften aufweisen:

(1) Drei nicht kollineare Punkte legen nur eine Ebene fest.
(2) Eine Ebene ist ,,gerade”, das heiflt, ,,nicht gekrimmt®.

Der erste Punkt wird durch das folgende Theorem erledigt; hinsichtlich des zweiten verweisen wir auf den spéter
folgenden Linearitétssatz (9.12).

(9.7) Theorem
Gegeben seien drei nicht kollineare Punkte P, Q und R des Modellraums.

Ist e: X=A+1T+ p v eine Ebene, die durch P, Q und R verlduft, so ist ¢ mit der Ebene PQR identisch.

Beweis:

Nachfolgend wird in zwei getrennten Uberlegungen gezeigt, dass einerseits jeder Punkt der Ebene PQR zur
Ebene e und andererseits jeder Punkt der Ebene e zur Ebene PQR gehoren muss. Zusammengenommen ergeben
diesen beiden Teilmengenbeziehungen die Identitit e = PQR .
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, PQRce
Sei X€PQR .
GemiB Definition (9.1) gibt es Skalare p,c€IR mit der Eigenschaft PX=p 17(3 +6PR .

Da die Ebene e durch die Punkte P, Q und R verlaufen soll, miissen die Vektoren fTQ und PR dem Richtungs-
kriterium fiir Ebenenpunkte (9.4) zufolge Linearkombinationen der Richtungsvektoren t und V sein. Es gibt
also Skalare o, f, v,d€R mit den Eigenschaften:

(1) PQ=au+pV
(2) PR=yu+57
Damit folgt:
PX=pPQ+cPR=p(ai+BV)+c(yu+57v)=(pa+oy)i+(pp+cd)¥
Alsoist PX eine Lincarkombination der Vektoren @ und ¥ und damit auch ein Richtungsvektor von e.
Weil P auf e liegt, gehort der Punkt X nach Lemma (9.4) ebenfalls zu e.

,, € PQR “
Seinun Xe€e .
Weil auch der Punkt P zur Ebene e gehort, ist PX ein Richtungsvektor von e.
Nach Lemma (9.4) existieren Skalare ¢, y€IR mit der Eigenschaft
PX=0t+y 7.
Wir haben im ersten Beweisteil erwéhnt, dass die Vektoren ITQ und PR Linearkombinationen der Ric_h»tungs—
vektoren i und V sind. Weil P, Q und R als nicht kollinear vorausgesetzt sind, miissen die Vektoren PQ und
PR linear unabhingig sein. Aus dieser Eigenschaft darf gefolgert werden, dass mit ihnen auch umgekehrt die

Vektoren U und V linear kombiniert werden konnen. Aus erzeugten Vektoren werden also erzeugende! Den
Nachweis fiir diesen Sachverhalt gliedern wir wegen seiner generellen Bedeutung aus (siehe Satz (9.8)).

Also istauch PX eine Linearkombination von ITQ und PR und damit ein Richtungsvektor von PQR.
Nach Lemma (9.4) gehort deshalb der Punkt X zur Ebene PQR.

Die Beziehungen PQR ce und e © PQR koénnen nur dann gleichzeitig richtig sein, wenn e =PQR gilt.

Der folgende Satz sichert die Giiltigkeit des soeben gefiihrten Beweises:

(9.8) Satz (,.Erzeugungsumkehrbarkeit linear unabhéingiger Vektoren‘)

Gegeben seien zwei linear unabhéngige Vektoren d und V .
Die beiden Vektoren T und § seien Linearkombinationen von d und V .

Wenn die linear kombinierten Vektoren T und § linear unabhéngig sind, dann konnen mit ihnen auch
umgekehrt die Vektoren i und V linear kombiniert werden.

Beweis:
Es gibt nach Voraussetzung Skalare o, 8, y,d€IR mit den Eigenschaften:
@) T=0U+pVv
2) S=yui+oV
Da der Vektor T wegen der linearen Unabhangigkeit von T und § nicht der Nullvektor sein darf, kénnen in

der Gleichung (1) nicht beide Skalare a und B verschwinden. Wir diirfen daher 0.B.d.A. annehmen, dass o # 0
gilt. Damit folgt aus der Gleichung (1):

O N s
3) u—ar (xV
und weiter mit (2):
@  s=y|ti-Bslisv=Lia|-PLis)y
a a a o
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Pris
a
Vektor § linear abhingig vom Vektor T wiére. Folglich kann die Gleichung (4) nach V aufgeldst werden.

Der Vektor v wird dadurch als Linearkombination der Vektoren T und S dargestellt.

In der Gleichung (4) kann der skalare Faktor von V nicht gleich null sein, weil andernfalls der

Mit Hilfe der Gleichung (3) folgt daraus wiederum, dass auch der Vektor U eine Linearkombination der
Vektoren T und § ist.

Bei dem Satz (9.8) handelt es sich um einen Spezialfall des ,,Austauschsatzes von Ernst Steinitz*. Der Austauschsatz
wird im néchsten Paragraphen eine entscheidende Rolle spielen.

Als Theorem (9.7) ergibt sich als direkte Folgerung:

(9.9) Identitétssatz fiir Ebenen

Stimmen zwei Ebenen in drei nicht kollinearen Punkten iiberein, so sind sie identisch.

Vollig analog zu (5.9) kann auflerdem das folgende ,,Identitétskriterium* bewiesen werden. Sein Beweis ist eine gute
Ubung fiir den Leser (siche Ubung 9.6).

(9.10) Identitétskriterium fiir Ebenen
Gegeben seien zwei Ebenen e:f(z:&—i-kﬁ—i-p?/ und f :)2=l§+p?+c§ .

Die beiden Ebenen sind genau dann identisch, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(1) e und f haben mindestens einen gemeinsamen Punkt, das heifit, e Nf # & .

(2)  Die Richtungsvektoren einer der beiden Ebenen sind Linearkombinationen der Richtungsvektoren der
anderen Ebene.

Die zweite Bedingung des Identitétskriteriums hat wegen der Erzeugungsumkehrbarkeit linear unabhingiger Vektoren
nur scheinbar einen asymmetrischen Charakter!

Wie in §5 halten wir hier fest, dass wir den Stiitzpunkt und die Richtungsvektoren frei auswechseln diirfen, wenn wir
eine Ebene durch eine Parametergleichung beschreiben:

(9.11) Korollar

Gegeben sei eine Ebene e.
Sei B irgendein Punkt von e sowie T und § irgendwelche linear unabhingige Richtungsvektoren von e.

Dann beschreibt die Parametergleichung X=B+ pT+o3§ die Ebenee.

Beweis:
Sei die Ebene e gegeben durch die Gleichung X=A+A1T1+ uv
Sei f die Ebene, die durch die Gleichung X=B+ pT+oS beschrieben wird.

Weil B offenbar ein Punkt von f ist und nach Voraussetzung auch ein Punkt von e sein soll, ist die erste
Bedingung des Identitdtskriteriums (9.10) erfiillt.

GemiB Bemerkung (9.6) sind die Vektoren T und § Linearkombinationen der Richtungsvektoren i und V .
Damit ist auch die zweite Bedingung des Identitétskriteriums (5.9) erfiillt. Also gilt f=e.

Der nun folgende Linearitétssatz zeigt, dass Ebenen nicht gekriimmt, sondern ,,gerade sind, weil sie mit je zwei
verschiedenen Punkten immer auch die gesamte Gerade inkludieren, die durch diese Punkte definiert ist. Der
Linearitétssatz legitimiert unsere Vorstellung, dass sich eine Ebene in allen ihren Richtungen unendlich weit ausdehnt.

(9.12) Linearitétssatz fiir Ebenen
Gegeben sei eine Ebene ¢ : X=A+r1+ nv.

Sind P und Q zwei Punkte von e, so liegt bereits die gesamte Gerade PQ in e, das heiBit, es gilt PQ ce . Folglich
ist jeder Richtungsvektor der Geraden g auch ein Richtungsvektor der Ebene e.
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(@)

Beweis:
1?(3 ist ein Richtungsvektor von e. Nach Bemerkung (9.6) gibtes o, f€R mit 1?(3 =au+pv.
Sei nun R irgendein Punkt der Geraden PQ.
Dann gibtes p€R mit PR = pPQ = p(aG+B7) = (pa)t+(pp)¥
Nach Lemma (9.4) ist R ein Punkt von e. Damit ist die Beziehung PQ ce nachgewiesen.

Abschlieflend sichten wir alternatives Datenmaterial, mit dem auf eindeutige Weise eine Ebene definiert werden kann.

(9.13) Satz
Gegeben sei eine Gerade g:X = A+X\ 1T und ein Punkt B, der nicht auf g liegt.
Dann gibt es genau eine Ebene e, die g und B enthilt.

Beweis:

. Existenz‘:

Da der Punkt B nicht auf der Geraden g liegt, sind die Vektoren @ und v:= AB linear unabhingig.

Sei nun die Ebene e definiert durch die Gleichung X = A+AT+ nv.

l\ﬁit p =0 und L€R kann fir jeden Punkt X der Geraden g dessen Ortsvektor X mittels des Terms
A+rU+pV dargestellt werden.

Setzen wir A =0 und p = 1, so erhalten wir den Ortsvektor B . Also erfiillt ¢ die gestellten Bedingungen.

.Eindeutigkeit:

Da ]ede weitere Ebene, die die Bedingungen erfiillt, den Stiitzpunkt A der Geraden g, den Punkt C€g mit
C:=A+1 und den Punkt B enthalten muss, stimmt siec gemdB dem Identitéitssatz fiir Ebenen mit e iiberein.
Diese drei Punkte sind, wie erforderlich, nicht kollinear, weil B& g vorausgesetzt ist.

Auf der Grundlage des soeben bewiesenen Sachverhalts wird im Folgenden gekldrt, wann zwei Geraden eine sie
»inkludierende* Ebene eindeutig festlegen.
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(9.14) Satz

Gegeben seinen zwei Geraden g: X = A+Ad und h: X=B+ p v . Dann gilt:

» Es gibt genau eine Ebene e, die sowohl g als auch h enthilt, wenn g und h parallel sind oder sich in genau
einem Punkt schneiden.

* Es gibt keine Ebene, die beide Geraden inkludiert, wenn g und h windschief sind.

* Es gibt unendlich viele Ebenen, die beide Geraden enthalten, wenn g und h identisch sind.

Beweis:
Fall 1 (,,parallel®)

Weil g und h nach Voraussetzung parallel sind, ist
der Stiitzpunkt B von h kein Punkt von g. Nach
Satz (9.13) gibt es genau cine Ebene e, die die
Gerade g und den Punkt B enthidlt. Wir zeigen,
dass diese eindeutig bestimmte Ebene die
komplette Gerade h enthalten muss.

Sei dazu Q irgendein Punkt von h. Dann ist ET(S
ein Richtungsvektor von h. Nach Satz (6.7) ist

BQ auch ein Richtungsvektor von g.

Da die Gerade g eine Teilmenge der Ebene e ist, ist 0
BQ ecin Richtungsvektor von e.

Da B ein Punkt der Ebene e ist, muss auch der Punkt Q nach Bemerkung (9.6) und Lemma (9.4) ein Punkt der
Ebene e sein.

Fall 2 (,,inzident®):

Nach Voraussetzung schneiden sich die Geraden g
und h in genau einem Punkt S. Deshalb miissen
ihre Richtungsvektoren U wund V linear unab- B g ¢
héngig sein. Durch Auswechseln des Stiitzpunktes S
erhalten wir folgende Punktrichtungsgleichungen:

g:i=§+kﬁ h:5'(=§+ui7 A Q
Seien die Punkte P und Q wie folgt definiert:

P:=S+u (3 :=S+7
Dann gilt SP=1i und S_QZ'\’/ .
Also sind die drei Punkte S, P und Q nicht kol-

linear. Die von ihnen definierte Ebene SPQ enthilt 0
offensichtlich beide Geraden g und h.

Es ist auch die einzige Ebene mit dieser Eigenschaft, weil P€g und Qe€h gilt. Jede Ebene, die die beiden
Geraden g und h enthélt, muss immer auch die drei nicht kollinearen Punkte S, P und Q enthalten und daher mit
der Ebene SPQ {ibereinstimmen.

Fall 3 (,,windschief*):

Seien nun die Geraden g und h windschief.

Angenommen, es géibe eine Ebene e, die beide Geraden enthiilt.

Weil g und h windschief sind, miissen die Richtungsvektoren i und V linear unabhéngig sein. Also wére
X=A+AT+puv

eine Punktrichtungsgleichung der Ebene e. Da B ein Punkt von e wire, gdbe es A, u€IR mit
B=A+AlG+uv © B-pv=A+2rd

Folglich wire der Punkt S mit S:=B-puv=A+L1 ein gemeinsamer Punkt von g und h im Widerspruch

dazu, dass g und h als windschief vorausgesetzt sind. Es kann also keine Ebene e geben, die diese beiden
Geraden enthalt!
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Fall 4 (,,identisch):

Wenn zwei identische Geraden vorliegen, heillt das natiirlich, es
liegt tatséchlich nur eine Gerade g vor. k

Sei k eine Gerade, die windschief zu g ist (Der Leser iiberlege sich, \‘\\ h
warum deren Existenz' immer gesichert ist). Dann liegt keiner der
Punkte von k auf g. Jeder Punkt von k definiert gemafl Satz (9.13)

zusammen mit der Geraden g genau eine Ebene, die die Gerade g
und den jeweiligen Punkt von k enthilt.

Keine zwei dieser so gebildeten Ebenen konnen identisch sein, denn

sonst wiirden die beiden beteiligten Punkte von k in derselben g
Ebene und damit die ganze Gerade k in dieser Ebene liegen. Das ist

aber nach Fall 3 (,,windschief) ausgeschlossen. Also gibt es un-

endlich viele verschiedene Ebenen, die eine vorgegebene Gerade g
enthalten.

Der Satz (9.14) legitimiert nachtriglich die Begriffsbildung in Paragraph §7:

(9.15) Bemerkung

Ein Viereck (ABCD) ist genau dann ,,eben* im Sinne von Definition (7.4), wenn seine vier Eckpunkte in einer
(das heif3t, derselben!) Ebene des Modellraumes liegen.

Begriindung:
z GG:

2

Sei das Viereck eben im Sinne der Definition (7.4). Dann sind die Diagonalengeraden AC und BD nicht
windschief.

Gemal Satz (9.14) gibt es im Falle von Parallelitit oder Inzidenz genau eine Ebene e, die die beiden Geraden
AC und BD und damit alle vier Eckpunkte A, B, C und D enthlt.

Im identischen Fall gibt es unendlich viele Ebenen mit dieser Eigenschaft.

» e

Es sei nun vorausgesetzt, dass es einen Ebene e gibt, die die vier Eckpunkte A, B, C und D enthalt.

Dann enthilt sie gemél Linearitéitssatz (9.12) auch die Diagonalengeraden AC und BD. Gemal Satz (9.14)
konnen diese Geraden nicht windschief sein. Also ist das Viereck (ABCD) eben im Sinne der Definition (7.4).

Wir nehmen diese Bemerkung zum Anlass, einen weiteren klassischen Begriff in den Modellraum zu tibertragen.

(9.16) Definition

Raumpunkte heilen komplanar, wenn sie in ein und derselben Ebene liegen.

Offensichtlich sind bis zu drei Punkte des Modellraumes stets komplanar. Die Bemerkung (9.15) kann wie folgt
umformuliert werden: ,,Ein Viereck ist genau dann eben im Sinne von Definition (7.4), wenn seine vier Eckpunkte
komplanar sind.*

1 Tipp: Betrachte den Koordinatenquader des Stiitzpunktes der Geraden g.
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