MatheBellus IV — Analytische Geometrie

§4 Skalarmultiplikation

Die Addition reeller Zahlen birgt nicht nur die Subtraktion in sich, sondern enthélt dariiber hinaus auch den Keim einer
Multiplikation. Die Multiplikation (zu deutsch: Vervielfachung) mit natiirlichen Zahlen ist ja nichts anderes als eine
mehrfache Addition. Sie kann wie folgt rekursiv beschrieben werden:

(1) 0-a=0 VaeR
2) n-a=(@m-1)-ata VaeR,VnelN

So gilt aufgrund dieser Beschreibung beispielsweise
3-a=2-at+a=(l-at+a)+ta=((0-a+a)+ta)+a =a+a+ta

Die Multiplikation reeller Zahlen mit natiirlichen Zahlen erfiillt, wie wir wissen, folgende Strukturgesetze:
(@ n-(m-a)=(nm)-a VaeR,Vn,meN, IN, :=INU {0}
(b) ((@mtm)-a=n-a+m-a VaeR,Vn,melN,
(¢ n-(a+tb)=n-atn-b Va,beR,Vn,melN,

Die Forderung, dass diese Gesetze auch fiir die Multiplikation mit negativen ganzen Zahlen gelten sollen, fiihrt dazu,
dass diese vollstindig festgelegt ist.

Durch die Anwendung der Gesetze folgt ndmlich Va€R und Vn€Z mitn<O0:
(3 n-a =n-a+0
=n-a+0-(-a)
=n-a+(n+(n)) - (-a)
=n-a+(n-(-a)+(n)-(-a)
=(-a+tn-(-a)+(n)- ()
=n-(a+(-a)+(mn)- (-a)
=n-0+(-n) (-a)
=(n) - (-a)
In dieser Umformungsreihe ist —n positiv ist; deshalb gilt beispielsweise:
(-3)-a=3-(a)=-at(-a)+(-a)
Damit basiert auch die Multiplikation einer reellen Zahl mit ganzen Zahlen in natiirlicher Weise auf der Addition. Mit

entsprechendem Aufwand lésst sich sogar zeigen, dass letztlich auch die Multiplikation einer reellen Zahl mit reellen
Zahlen in kanonischer Weise in der Addition wurzelt.

Offenbar liegt es nahe, auf der Basis der Vektor-Addition in gleicher Weise eine Multiplikation von Vektoren mit
reellen Zahlen (nicht mit Vektoren!) zu entfalten.

(4.1) Definition

Sei @ ein Vektorund n€IN .

Dann sei das n-fache des Vektors @ definiert durch
(1) 0d:=0
2) na:=(n-1)a+a

Mit Hilfe seiner Koordinaten kann das n-fache eines Vektors bequem dargestellt werden.

(4.2) Satz
a, na,
Sei a= a, ein Vektor und n€IN. Dann gilt nd= na,

a, na,
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Beweis:
(zu 1) Firn=0 gilt die Aussage offenbar.
(zu 2) Sei deshalb nun n > 0. Wir zeigen, dass die Aussage automatisch fiir n gilt, wenn sie nur fiir n—1 zutrifft:
(n—1)a,| [a,| [(n—1)a,+a,| [na,
ni=(n-1)d+d= (n—1)a,|*|a,|=|(n—1)a,+a,|=|na,
(n—1)a;/ las/ |(n—1)a;+a;| |[na,

Es sei angemerkt, dass die Aussage tatsachlich fiir alle natiirlichen Zahlen bewiesen wurde. Da die Aussage nach (1) fiir
n =0 richtig ist, muss sie nach (2) auch fiir n =1 richtig sein. Weil sie fiir n =1 richtig ist, folgt wieder mit (2)
automatisch die Richtigkeit fiir n = 2 und durch Fortsetzung dieser Schlusskette letztlich fiir alle natiirlichen Zahlen.'
Der Satz (4.2) stellt sicher, dass die nachfolgend erklarte Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl die in
Definition (4.1) definierte Multiplikation mit einer natiirlichen Zahl kanonisch erweitert.

(4.3) Definition
Aa,

Sei @ ein Vektor und X eine reelle Zahl. Dann heifle der Vektor L d:=|)a,| dasi-fache des Vektors @ .
Aa,

Die Verkniipfung, die jeder reellen Zahl A und jedem Vektor @ das A-fache Ad@ zuordnet, wird Skalar-
multiplikation genannt. Die reellen Faktoren in einem Vektor-Term heiBen Skalare.

Die rein algebraische Einfiihrung der Vervielfachung eines Vektors erfolgte ohne Riickgriff auf unsere Anschauung.
Zwangslaufig stellt sich deshalb die Frage, was wir uns unter einem Vielfachen eines Vektors vorzustellen haben.

Das nachfolgende Bild eines konkreten Beispiels legt uns die Vorstellung nahe, dass die zu @ und A& gehdrenden
Verschiebungen im Anschauungsraum ,.gleich gerichtet® und bei positivem Skalar A gleich orientiert sonst ent-
gegengesetzt orientiert wirken. Dabei sollten sie sich nur um den Faktor | A | in der Verschiebungsweite unterscheiden.

QH

\

P'=(3;3;4) P=(5;3;2) P"=(9; 3;-2)

Mit ,,gleich gerichtet ist gemeint, dass die durch die Vektoren @ und A& erzeugten Translationen einen Original-
punkt P so auf Bildpunkte P' bezichungsweise P" abbilden, dass, im Anschauungsraum betrachtet, die drei Punkte P, P'
und P" auf einer Geraden liegen. Eine Priifung dieses Sachverhalts gelingt mit Hilfe des 1. Strahlensatzes; diese ist aber
bei konsequenter Durchfithrung aufwéndig. In einem Anhang zu diesem Paragraphen wird der Beweis angedeutet.

1 siehe Kapitel B: Elemente und Prinzipien der mathematischen Theorie — Vollstdndige Induktion

2 Durch die Multiplikation mit einem Skalar wird ein Vektor ,,skaliert, das heifit, unter Beibehaltung der Koordinatenverhéltnisse
in der Grofle verdndert.
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Die Skalarmultiplikation erfiillt Gesetze, die eine deutliche Analogie zu den bekannten Gesetzen aus der Algebra der
reellen Zahlen aufweisen. Die Analogie wird nur dadurch eingeschrinkt, dass hier Objekte aus verschiedenen Grund-
mengen, ndmlich Zahlen und Vektoren, miteinander verkniipft werden.

(4.4) Satz
Gegeben seien Vektoren @ und b sowie reelle Zahlen A und L.
Dann gilt:
1 A(pd)=(p)a (gemischt assoziatives Gesetz)
2) (A+p)a=rda+pa (Distributiv-Gesetz fiir die Skalare)
(3) A(@+b)=rd+Ab (Distributiv-Gesetz fiir die Vektoren)
Beweise:
pa, | (A(pa)| [(An)a a,
(1) AMud):=2a pa,|=|A (pa,)|=|(An)a, =(p) a, =(n)d
pas) \A(pas)| (A ay a3
(2), (3): Ubungen fiir den Leser

Gesetz (1) besagt, dass mehrfaches Vervielfachen eines Vektors keine algebraischen Probleme aufwirft. Die Multi-
plikation in IR und die Skalarmultiplikation vertragen sich!

Gesetz (2) beschreibt die Vertrdglichkeit der Addition in R mit der Skalarmultiplikation. Es ist auch wegen Satz (4.2)
in enger Verwandtschaft zu Gesetz (1) zu sehen; beides sind Gesetze liber das Multiplizieren eines Vektors.

Gesetz (3) beschreibt schlieBlich die Vertriglichkeit der Skalarmultiplikation mit der Vektor-Addition. Ubersetzt in die
Sprache des Anschauungsraums ist es nichts anderes als der 2. Strahlensatz, wie die folgende Abbildung zeigt:

2(a+b)
N
a+b N
b
2 »a

Allerdings sollten wir nicht denken, dass der Strahlensatz im Anschauungsraum sei ein Abfallprodukt der
Vektorrechnung. Ehrlicherweise miissen wir namlich zugeben, dass wir den 1. Strahlensatz bei der Konstruktion der
Skalarmultiplikation investiert haben. Also ist es kein Wunder, dass wir jetzt den 2. Strahlensatz zuriickbekommen. Der
Leser wird sich daran erinnern, dass auch in der klassischen Geometrie der 2. Strahlensatz liblicherweise auf den 1.
Strahlensatz zuriickgefiihrt wird!

Mit diesen Ausfithrungen ist die Schaffung der Grundelemente der Analytischen Geometrie abgeschlossen. Es gibt nun
ein Modell fiir den Raum und ein Modell fiir die geradlinige Bewegung in diesem Raum. Fiir Punkte und Bewegungen
ist eine kohdrente Beschreibung gefunden worden.

Dariiber hinaus existiert eine algebraische Struktur in der Verkniipfung von Bewegungen, welche groBe Ahnlichkeit mit
der algebraischen Struktur der reellen Zahlen aufweist. Auf dieser Basis wird im folgenden zweiten Teil die Analytische
Geometrie so weit entfaltet, wie es ohne das Konzept des Messens moglich ist.
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Anhang zu §4

Dieser Anhang soll zeigen, welche Vorgdnge im Anschauungsraum mit der Skalarmultiplikation von Vektoren des

Modellraumes korrespondieren. Dazu betrachten wir einen Vektor @ , einen Skalar A, einen Punkt P des Anschauungs-
raumes sowie den Représentanten PP' von @ , der den Punkt P als Anfangspunkt besitzt.

Damit die Abhandlung nicht zu umfangreich wird, werden die folgenden bequemen Einschrinkungen vorgenommen:
a,
Die Koordinaten a; und a, des Vektors a = a,| seien positiv; auBerdem gelte A > 0.
a3

-

Unser Ziel ist es nachzuweisen, dass die Multiplikation des Vektors @ mit dem Skalar A den Reprédsentanten PP’ s
ausgehend von dem Zentrum P, zentrisch um den Faktor A streckt. Das heif3t:

Ist PP" der Reprisentant des Vektors A @ , so wollen wir nachweisen, dass der Punkt P" aus dem Punkt P' durch die
Zentrische Streckung mit dem Streckzentrum P und dem Streckfaktor A hervorgeht.

P"
A x_;
: P I
> — L2z '.‘,‘ ......... Z"
ghid - Y'
P . .

Dazu hiillen wir die Pfeile PP' und PP" mit achsenparallelen Quadern so ein, wie wir es im §2 bei der Einfithrung der
Vektoren beschrieben haben:

Der Quader von PP' besitze die Eckpunkte X' und Y', der Quader von PP die Eckpunkte X" und Y" in der
dargestellten Weise.
Im ersten Schritt zeigen wir, dass die Gerade PY' durch Y" verlaufen muss.

Angenommen, das ware nicht der Fall. Dann wiirde die Gerade PY' die Gerade X"Y" in einem von Y" verschiedenen
Punkt Z" schneiden. Wir betrachten die Strahlen PY' und PX' (= PX").

X"Z" _ PX"

Weil die Gitterlinien X'Y' und X" Y" parallel verlaufen, miisste nach dem 2. Strahlensatz v - px gelten.
PY! pY" X'V Va4l W : X"y"
Aus PX'=a,, PX"=}a,, X'Y'=a, und X"Y" = Aa, folgt aber I - L sowie <7 A und daher

PXH X"YH . .
_— = — = . X"7Z" = X"Y" "=y"
D <Y A . Das ergibt aber und damit Z"=Y
PYH PXH
Aus dem 1. Strahlensatz folgt zudem N - PR A

Im zweiten Schritt kdnnen wir nun sicherstellen, dass P" auf dem Strahl PP' liegen muss.
Diese Erkenntnis liefert wie im ersten Schritt der 2. Strahlensatz, wenn wir die Strahlen PY' (= PY") und PP' betrachten.

Nach dem 1. Strahlensatz muss dann auch noch % = A gelten. Damit ist alles gezeigt.

Offensichtlich miissten die vorangehenden Uberlegungen auch noch in den Fille erfolgen, in denen die Vorzeichen der
Koordinaten des Vektors @ und des Skalars A verdndert sind. In diesen Féllen wird das gewiinschte Ergebnis unter
Zuhilfenahme von Achsenspiegelungen erreicht. Wir ersparen uns, das im Detail durchzufiihren.
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